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STRUCTURES 


i - Lois de composition internes : 

1-1- Definitions et notations : 

E etant un ensemble quelconque . 

1) On appelle loi de composition interne dans E ou loi dans E toute application de 
E x E vers E. 

2) Si/est une loi de composition interne dans E alors : 

V(x,y) e E x E : / ((x,y)) est note x f y. 

3) Les iois de composition internes dans E sont en general notees par les symboles : 

★ _ 

4) Si * est une loi de composition interne dans E, on dit que E est muni d’une de la loi 
de composition interne ★ ou (£,★) est un ensemble muni de la loi de composition 
interne ★. 


Par la suite (E,*) est un ensemble quelconque muni d une de la loi de 
composition interne ★. 

5) Si la loi de composition interne dans E est notee + on dit que la loi de E est 
additive ou E est additif. 


6) Si la loi de composition interne dans E est notee x , •, on dit que la loi de E est 
multiplicative ou E est multiplicatif. 

7) Si a i, a 2 ,. , a n sont des elements quelconques de E, on definit par recurrence 

sur n e N* I’element de E note *j ? =1 a„ par: 


* y Ctk — Cl 1 


*2=i ak 


(*U a 0 


si n = 1 
* a„ si n > 2 


8) Si la loi ★ est multiplicative alors : 

n n 

• V<zi,tf2,. ,a„ e E : ak est note (c’est a dire : ]~[a/t = »^ = | ak). 


k= 


k= 


Va e E et \/n e N* : a" - ^ ak avec : a\ = a^ = .= a n - a. 

k= 
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Remrque 1-1-1 : 

Pour tout element a de E et pour tout entier naturel non nul n on a : a ' !+1 = a n a. 
C’est a dire : Va e E et \/n e N* : a" +1 = a n a. 

En effet: 

Soit a un element de E et n un entier naturel non nul. 

Pour tout entier naturel k= 1,2,...., n + 1, posons a k = a. 

n +1 f n \ 

a n +\ = Y\ak = I Y\ ak a,I+1 = a " a ' 

k= 1 \yt=l / 


9) Si la loi ★ est additive alors : 

n n 

• Vai,a 2 ,. ,a„ e E : +^ =1 a k est note ^^a k (c’est a dire : ^a* = +^ =1 a*-). 

£=1 £=1 

n 

• Va e E et Vw e N* : ra = avec : ai = «2 =.= a„ = a. 

k= 1 

Remrque 1-1-2 : 

Pour tout element a de E et pour tout entier naturel non nul nona: 

(,n + 1 )a = na + a. 

C’est a dire : Va e E et Vn e N* : (/? + l)a = na + a. 

En effet: 

Soit a un element de E et n un entier naturel non nul. 

Pour tout entier naturel k = 1,2,+ 1, posons a k = a. 

n +1 n 

(n + 1 )a = a k = a k + a„+i — na + a. 
k =1 ^=1 

10) On dit qu’une partie ^4 de E est stable pour la loi de E ou A est une partie stable 

de E si on a : \/x,y e A : x *y e A. 

11) Si A est une partie de E stable pour la loi de E alors la restriction de la loi * a A x A 
qui est aussi une loi de composition interne dans A est appelee la restriction de la 
loi de composition interne (ou la restriction de la loi) * dans A. 

12) Si A est une partie de E stable pour la loi de E , la restriction de la loi * a A est 
notee aussi * (notee de la meme fagon que la notation de la loi de E). 

13) Soient.x- et y deux elements quelconques deli. 

On dit que x commute avec(pour la loi ★) ou x et y commutent (pour la loi ★) 

si on a : x * y = y ★ x. 

14) Si tous les elements de E commutent (pour la loi ★) on dit que la loi ★ est 
commutative ou abelien .C’est a dire : 

[la loi * est commutative] c=> [la loi * est abelien] <=> [\/x,y e E : x *y = y ★*]. 


ZENNAYI Mohammed 2 sur 125 


Structures 


exosup.com 


page facebook 




15) On dit que la loi ★ est associative si on a : \/x,y,z e E : (x *y) * z =x ★ (y ★ z). 

Dans ce cas : \/x,y,z e E : (x *_y) ★ z = x * (y * z) est note aussi : x ★ y ★ z 
C’est a dire : Vx,y,z e : (x *_y) *z = x * (y *z) = x * z. 

16) Si T est une autre loi de composition interne dans E on dit que 
la loi * est distributive par raport a T si on a : 

f xk (yTz) = (x * y)T(x k z) 

Vx,y,z e E \ < 

\ (yTz) -k x = (y ★ x)T{z k x) 

17) On dit qu’un element e e E est I’element neutre de E si on a : 

Vx g E \ x-ke = e-kx = x. 

Remrque 1-1-3 : 

Si E admet un element neutre pour la loi ★, cet element neutre est unique 

En effet: 

Soient e et e' deux elements neutres de E pour la loi de composition interne *. 
j Puisque e' est un element neutre de E pour la loi * alors : e * e' = e 
j Puisque e est un element neutre de E pour la loi x alors : e * e 1 = e' 

Done : e = e * e' = e' D’ou I’unicite de I’element neutre. 

18) Si la loi de E est multiplicative et si E admet un element neutre e pour la loi de E 
alors pour tout element a de E, on note : a 0 = e. 

19) Si la loi de E est additive et si E admet un element neutre pour la loi de E alors : 

• I’element neutre de E est appele le zero de E ou zero et note 0 £ ou 0. 

• Va e E : on note : 0 a = 0 E . 

20) Soient x etx' deux elements quelconques de E . 

Si E admet un element neutre e pour la loi de E et si ona \xkx'=x ] kx = e 
on dit que x est symetrisable pour la loi de E et que x' est son symetrique. 

Remrque 1-1-4 : 

Dans le cas ou la loi k de E est associative et E admet un element neutre, si un 
element x est symetrisable alors son symetrique est unique. 

En effet: 

Supposons que loi ★ de E est associative, E admet un element neutre e etx est un 
element symetrisable de E pour la loi ★. 

Soient x' et x" deux symetriques de x. 

x' = e k x' — (x" ★ x) kx' = x" k (x ★ x') = x" k e = x". 

D’ou I’unicite du symetrique dex. 

21) Si la loi de E est multiplicative et si E admet un element neutre alors : 

• Les elements symetrisables pour la loi de E sont appeles les elements 
inversibles de E ou les elements inversibles. 
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• Si x est un element inversible de E, son symetrique est appele I’inverse de x. 

• Si x est un element inversible de E et si x' est I’inverse de x alors pour tout entier 
relatif stictement negatif n on note parx" I’elementx" = (x')~ n 

C’est a dire si x' est I’inverse de x alors : V« g Z*~ : x n = (x')~ n . 

22) Si la loi de E est additive et si E admet un zero alors : 

• Si x est un element de E et si x admet un symetrique x' alors x' est appele 
I’oppose de x et note -x. 

• Si x est un element de E qui admet un et oppose alors pour tout entier relatif 
stictement negatif n on note par nx I’element nx = (- n)(-x ). 

C’est a dire si x admet un oppose alors : Vn g Z*“ : nx = (-«)(-x). 

• Si x,y g E sont deux elements quelconques de E et si y admet un oppose 
alors x + (-y) est note aussi x-y (Dans ce cas on a done : x -y = x + (-y)). 

23) On dit qu’un element a de E est absorbant pour la loi * de E si on a : 

Vx g E : x-ka = a-kx = a. 


Remrque 1-1-5 : 

Si E admet un element absorbant pour la loi *, cet element absorbant est unique 

En effet: 

Soient a et a 1 deux elements absorbants de E pour la loi de composition interne *. 
j Puisque a est un element absorbant de E pour la loi * alors : a * a' = a 
j Puisque a' est un element absorbant de E pour la loi * alors \ a* a' = a' 

Done : a = a * a' = a' D’ou I’unicite de I’element absorbant. 


24) On dit qu’un element a de E est reguiier pour la loi de E si on a : 


Vx,y g E : 


x + a= y*a=>x=y 
a*x = a*y=>x=y 


25) Si (F, T) est un autre ensemble muni d’une loi de composition interne T et si/ 
est une application de E vers F on dit que/est un homomorphisme de (E, *) 
vers (F,T) ou/est un homomorphisme de E vers F si la propriety suivante 
estverifiee : Vx,y g E : f(x*y) =f(x)Tf(y). 

En particulier: 

• Si F admet un element neutre e pour la loi T alors I’ensemble suivant: 

{xg£ tq : f{x) = e} est appele le noyau de/ou le ker de/et note ker f 

• Si/est bijective on dit que/est un isomorphisme de (E, ★) 
vers (F, T ) ou/est un isomorphisme de E vers F 

26) Si (F, T) est un autre ensemble muni d’une loi de composition interne T et s’il 
existe un isomorphisme de (E,*) vers (F, T) on dit que (£,★) est isomorphe a 
(F, T) ou E est isomorphe a F ou (E, ★) et (F, T) sont isomorphes ou E et F sont 
isomorphes et on note (£,★) ^ (F, T) ou E ^ F. 
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1-2-Exemples : 


1) N , N* , Z , Q , M et C munis de I’addition et de ia multiplication. 

• L’addition et la multiplication sont commutatives et associatives. 

• La multiplication distributive par rapport a I’addition. 

• N* n’admet pas de zero pour I’addition . 

• 0 est le zero pour les ensembles N , Z , Q , M. et C. 

• 1 est I’element neutre pour la multiplication. 

• 0 est le seul element qui admet un oppose dans N. 

• Dans les ensembles Z , Q , R et C tout element admet un oppose. 

• 1 est le seul element inversible dans les ensembles N et N*. 

• 1 et -1 sont les seuls elements inversibles dans I’ensemble Z. 

• Tous les elements non nuls sont inversibles dans les ensembles Q , M et C. 

• Pour la multiplication 0 est un element absorbant pour les ensembles 
N, Z, Q, R et C. 

• Tous les elements sont reguliers pour I’addition. 

• Tous les elements non nuls sont reguliers pour la multiplication. 

• {1,-1} est une partie stable de Z, Q, Q*, R, M*, C et C* pour la multiplication. 

2) V(E) muni des lois de composition internes : u , fl , et A. 

• u , D , et A sont commutatives et associatives. 

• u est distibutive par rapport a u et par rapport a n. 

• n est distibutive par rapport a n , par rapport a u et par rapport a A 

• 0 est I’ement neutre de V{E) pour la loi u. 

• 0 est le seul ement symetrisable de V(E) pour la loi u. 

• E est I’ement absorbant de V(E) pour la loi u. 

• E est le seul ement regulier de V(E) pour la loi u. 

• E est I’ement neutre de V(E) pour la loi n. 

• E est le seul ement symetrisable de V(E) pour la loi n. 

• 0 est I’ement absorbant de V{E) pour la loi n. 

• 0 est le seul ement regulier de V(E) pour la loi n. 

• 0 est I’ement neutre de V{E) pour la loi A . 

• Tous les ements de V{E) sont symetrisables pour la loi A. 

• VA £ V(E) : A est le symetrique de A lui meme pour la loi A. 

• V(E) n’admet pas d’ement absorbant pour la loi A. 

• Tous les elements de V(E) sont reguliers pour pour la loi A. 

3) Soit ( E , *) un ensemble muni d’une loi de composition interne * . 

On definit dans V{E) la loi de composition interne suivante notee aussi * : 

VX, Y £ V(E) : X* Y = {x * y tq : x £ X et y £ Y} 

Cette loi de composition interne * dans V(E) est appelee la loi de composition 
de E induite a T(E). 

\/a £ E et VX g V(E) : 

{a} * X est note a * X et X * { a } est note X * a. 

C’est a dire : {a} *X= a *X et X*{a}=X*a. 

• La loi * dans E est commutativite si seulement si la induite a V(E) est 
commutativite. 
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• La loi * dans E est associativite si seulement si la induite a V(E) est associativite. 

• Si e e E est un element de E alors e est un element neutre de E si seulement si 
{< e } est un element neutre de V(E) pour la induite a V(E). 

• 0 est I’element absorbant de V{E) pour la induite. 

4) Soient (E u *i ) et (E 2 ,* 2 ) deux ensembles munis des lois de composition internes 

• i et *2 ■ 

On definit dans I’ensemble : E \ x E 2 la loi de composition interne suivante : 

Vx = (x i ,x 2 ) e Ei xE 2 et Vy = (yi,y 2 ) e E\ XE 2 : 
x *y = (x i *iyi,X2 *2 y2) 

• La loi * est commutative si seulement si *i et * 2 sont commutatives . 

• La loi * est associative si seulement si *, et * 2 sont associatives . 

• Un element e = ( e\,e 2 ) e E\ x E 2 est un element neutre de E\ x E 2 pour la loi ★ 
si seulement si e\ est un element neutre de iiipour la loi *i et e 2 est un element 
neutre de E 2 pour la loi * 2 

• Soient e\ un element neutre de iiipour la loi *! , e 2 un element neutre de E 2 
pour la loi * 2 etx = (xi,x 2 ) e E\ xE 2 un element quelconque de E\ xE 2 . 

Pour que x = (xi,x 2 ) soit symetrisable il faut et suffit que xietx 2 sont 
symetrisables. 

Dans ce cas : 

Si x,et x' 2 sont les symetriques dexietx 2 alors x' = (xi,x 2 ) est le symetrique 

de x = (xi,x 2 ). 

- Dans le cas additif : -x = -(xi,x 2 ) = (-xi,-x 2 ). 

- Dans le cas multiplicatif : x 1 = (xi,x 2 ) _1 = (x^xi 1 ). 

• Un element a = (a\,a 2 ) e E\ xE 2 est regulier pour la loi * si seulement si a iet a 2 
sont reguliers pour les lois *i et * 2 . 

• Si les lois de E \ et E 2 sont multiplicatives et si a = (ai,a 2 ) e E\ x E 2 est un 
element quelconque de E\ x E 2 . alors : 

- \/n e N* : a n = (ai,a 2 )" = (a",a 2 ) 

- Vn e N : a n = (ai,a 2 )" = (a'i,a 2 ) si E\ eiE 2 possedent des elements neutres. 

- Vn e Z : a" = (ai,a 2 ) n = {a’{,a 2 ) si E\ eiE 2 possedent des elements neutres 

et si a i et a 2 sont inversibles. 

• Si les lois de E\ et E 2 sont additives et si a = (a 1? a 2 ) e E\ x E 2 est un element 
quelconque de E\ x E 2 . alors : 

- V n e N* : na = «(ai,a 2 ) = («ai,«a 2 ) 

- V/7 e N : na = n(ai,a 2 ) = («ai,na 2 ) si E\ et E 2 possedent des zeros . 

- Vb e Z : na = «(ai,a 2 ) = («ai,«a 2 ) si E\ et E 2 possedent des zeros 

et si ai et a 2 possedent des opposes. 

5) Soient /un ensemble non vide et ((£,•,*,• )) iel une famille d ensembles muni 
chacun d’une loi de composition interne . 

On definit dans I’ensemble : ]^[is/ la loi de composition interne suivante : 

iel 

Vx = (xt) ieI e Y\ E > et V >’ = (yi)iel G 0 Ei '■ 
iel iel 

x * y = (Xi)iel * (y>)ief = (x> *tyi)iel- 
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• La loi * est commutative si seulement si : Vi e / : *,• est commutative . 

• La loi * est associative si seulement si : V/ e / : * ; est associatives . 

• Un element e = (e ; ) z - G/ e ]^F, est un element neutre de \\Ei pour la loi ★ 

iel iel 

si seulement si : V/ e / : e t est un element neutre de E t pour la loi *,•. 

• Soient e = (ei) iel e Y\ Ei un element neutre de ]^[f, pour la loi * 

iel iel 

etx = (xi)jef G U E un ® lament quelconque de ]^[f, ■ 

iel iel 






Pour que x = (x/) ZG/ soit symetrisable il faut et suffit que : 

V/ e I : x, est symetrisables . 

Dans ce cas : 

Si on a : Vi e I : x- est le symetrique de alors x' = (x -) z - e/ est le symetrique 

de x = (xi) ieI . 


- Dans le cas additif : -x = -(x,) z - e/ = (-x/) ze/ . 

- Dans le cas multiplicatif : x 1 = (x ; ) ZG/ = (x^ 1 ) /e/ 


Un element a = (a ; ) ZG/ e ]^[f, est r ®9 uiier P our ,a loi * si seulement si : 

iel 


V/ e / : at est regulier pour la loi *,. 

Si on a : V/ e / : E t est multiplicative et si a = 

quelconque de ]^F, alors : 

iel 


( a i)iel e n Ei est un element 

iel 


- V n e N* : a n = (a,)' ; G/ = (a?) ZG/ 

-V«eN: a" = (a/)' ; G/ = (a") ZG/ si : V/ e I: E t possede un element neutre. 

- V/7 e Z : a" = (a,)' ? G/ = ( a") ieI si : V/ e / : E t possede un element neutre 

et si : Vz e / : a, est inversible. 

Si on a : V/ e / : E t est additive et si a = (a,) ZG / e ]^F, est un element 

iel 


quelconque de ]^F ; ■ alors : 


iel 

- \/n e N* : na = n(ai) ie j = (z?a,) ZG / 


-V«eN: na = n{a t ) ieI = {nai) ieI si :\/i e I : E t possede un zero. 

- \/n e Z : na = n(a,) ie j = (, na t ) ieI si : Vz e / : E t possede un zero 

et si : Vi e / : E, possede a ( possede un oppose. 


6) Soient E un ensemble quelcoque non vide et (F,*) un ensemble quelcoque non 
vide muni d’une loi de composition interne ★. 

• Vu,v e F e : u * v : E —► F 

x I—> (u * v)(x) = w(x) * v(x). 


En effet: 

Vu,v e F E : u*v = (u(x)) xeE * (y(x)) xeE = (u(x) x * v(x)) xeE 

Done u* v est I’application de E vers F definie par: 

u * v : E —* F 

xi—> (m * v)(x) = u{x) * v(x). 
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• La loi de composition interne * dans F E est commutative si seulement si 
la loi de composition interne ★ dans F est commutative . 

Car : F e = F x tq : Vx e E : F x = F 
xeE 

• La loi de composition interne ★ dans F E est associative si seulement si 
la loi de composition interne ★ dans F est associative. 

Car F e =Y\F X tq : Vx e E : F x = F. 
xeE 

• Si e e F est un element quelconque de F alors e est I’element neutre de F 
si seulement si I’application suivante : 

e : E -> F 

x I—> s(x) = e 

est I’element neutre de F E . 

En effet: 

Vx e E : posons F x = F et e x = e . 

Alors : Vx e E : e x = e est I’element neutre de F x = F et F E = ]~[ F x . 

xeE 

Done : £ = (s(x)) xeE — (&x)xeE I element neutre de F E — | F x . 

xeE 


• Si e e F est I’element neutre de F et si u e F E est un element quelconque de F E 
alors u est symetrisable si et seulement si : Vx e E : u(x) est symetrisable. 

Et de ce cas I’application suivate : 

u' : E -+ F 

x u\x) = u(x)' (tel que \\/xeE: u{x)' est le symetrique de u{x)) 
est le symetrique de u dans F E . 

En effet: 

Vx g E : posons F x = F 

u est symetrisable dans F E (u(x)) xeE est symetrisable dans Y\ = F E 

xeE 

Vx e E : u(x) est symetrisable dans F x = F. 

Dans ce cas : 

f u' est le symetrique de u dans F E 
Si < , alors : 

[ Vx g E : u(x) est le symetrique de u(x) dans F = F x 

u' = (S<x))' x&E ) = (i<x)') xeE 

Done : i’application u est definie pare \u' : E F 

x I—> u'(x ) = u{x)' 

- Dans le cas additif : \/u e F E et Vx e E : (~u)x = -u(x) 

- Dans le cas multiplicatif : V« e F E et Vx e E : u~\x) = u{x)~ x 

• Si F est multiplicatif et si u e F E est un element quelconque de F E alors : 

- Vx e E et Vn e N* : u"(x) = u(x) n 

- Vx e E et Vn e N : u n (x) = u{x) n si : F possede un element neutre. 

- Vx e E et \/ti e Z : «"(x) = u(x) n si : F possede un element neutre 

et si : Vx e E : u(x) est inversible. 
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• Si F est additif et si u e F E est un element quelconque de F E alors : 

- Vx e E et V n e N* : ( nu)(x ) = nu{x) 

- Vx e E et \/n e N : ( nu){x) = nu(pc ) si : F possede un zero. 

- Vx e E et \/n e Z : (nu)(x) = nu(x) si : F possede un zero 

et si : Vx e E : w(x) possede un oppose. 

• Un element« e F £ est regulier si seulement si : Vx e E : w(x) est regulier. 

7) Soit E un ensemble. La composition des applications de E vers E est une loi de 
composition interne dans I’ensemble E E (c’est a dire o une loi de composition 
interne dans I’ensemble E E ). 

• id E est I’element neutre de E E pour la loi o. 

• Un element/de E E est symetrisable pour la loi o si seulement si/est une 
permutation de E et dans ce cas, la reciproque/ -1 de/est le symetrique de/ 

• L’ensemble des applications injectives de E vers E, I’ensemble des applications 
surjectives de E vers E et I’ensemble des permutations de E sont des parties 
stables de E pour la loi o. Par la suite on a done : 

o est une loi de compositions interne dans (’ensemble des applications injectives 
de E vers E, dans I’ensemble des applications surjectives de E vers E et dans 
I’ensemble des permutations de E. 


1-3-Proprietes : 

Proposition 1-3-1 : 

Soient (E ,.) un ensemble muni d’une loi de composition interne associative, notee 
multiplicativement et x,y deux elements queiconques de E. 

Les cinques proprietes suivantes sont verifiees. 

1) Vw, 777 € N* : x n x m = x n+m . 

2) \/n,m e N* : ( x n ) m = x nm . 

3) si x ety commutent alors pour tout entier naturel non nul n, I’element x commute 
avecy”. C’est a dire : xy = yx => Vn e N* : xy n = y n x. 

4) si x ety commutent alors : \/n,m e N* : x” et y m commutent. 

En particulier : \/n,m e N* : x" et x m commutent. 

5) si x ety commutent alors : Vn e N* : {xy)' 1 = x n y n . 


Demonstration : 

1) Montrons par recurrence sur m e N* que pour tout entier naturel non nul n on a : 
x n x m = x n+m 

- Pour m = 1 : 

Vn e N* : x"x m = x"x‘ = x n+l = x n+m . 


- Pour m - 1 : 

Supposons que pour tout entier naturel non nul n on a : x"x m ~' = x" +(m_1) . 


- Pour m : 

Montrons qu’alors pour tout entier naturel non nul n on a : x"x m = x n+m . 

Soit n un entier naturel non nul quelconque. 

x n x m = x"(x m_1 x) = (x”x m_1 )x = (x' ,+(m_1) )x (d’apres I’hypothese de recurrence) 




= X 


n+m— 1+1 


= X 


n+m 


ZENNAYI Mohammed 


9 sur125 


Structures 



2) Montrons par recurrence sur m e N* que pour tout entier naturel non nul n on a : 
(x'T = x'™. 

- Pour m = 1 : 

V /7 g N* : (x")" ! = (x” ) 1 = x” = x nl = x nm . 

- Pour m - 1 : 

Supposons que pour tout entier naturel non nul n on a : (x")" !_1 = x" (m-1) . 

- Pour m : 

Montrons qu’alors pour tout entier naturel non nul n on a : ( x") m = x nm . 

Soit n un entier naturel non nul quelconque. 

(x'T = (x'T~ 1+1 = (x n ) m -'x n 

= x n{m ~ l) x n (d’apres I’hypothese de recurrence) 

= x” ( ”’ -1)+ ” (d’apres la propriety a)) 

_ j^nm—n+n 

_ j ^nm 

3) Supposons que x et y commutent. 

Montrons par recurrence que pour tout entier naturel non nul n, x commute avec y 

- Pour n = 1 : 

xy n = xy l — xy = yx = y l x = y n x. Done x commute avecy". 

- Pour n - 1 : 

Supposons quex commute avecy” -1 . 

- Pour n : 

Montrons qu’alors x commute avecy”. 

xy” = x(y" -1 y) = (xy” -1 )y = (j v" -1 x)y (d’apres I’hypothese de recurrence) 

= y" -1 (xy) = y” -1 (yx) = Cv" -1 y)x 
= y n x. 

Doncx commute avecy”. 

4) Supposons que x et y commutent. 

V n , 777 g N* : 

Puisquex ety commutent.alors (d’apres la propriety c))x commute avecy'”. 
Puisquey”' etx commutent.alors (d’apres la propriety c))y'" commute avecx” 
Doncx” ety'” commutent. 

En particulier: V/7,m g N* : x” etx”’ commutent (carx commute avecx). 

5) Supposons que x et y commutent. 

Montrons par recurrence sur n g N* que (xy)" = x”y”. 

- Pour n = 1 : 

(xy)" = (xy) 1 = xy = x'y 1 = x"y”. 

- Pour n - 1 : 

Supposons que (xy)" -1 = x” -1 y” -1 . 

- Pour n : 

Montrons qu’alors (xy)" = x”y”. 

(xy)" = (xy)" _1 (xy) = (x” -1 y” -1 )(xy) (d’apres I’hypothese de recurrence) 

= x” -1 (y" -1 x)y = x” -1 (xy” -1 )y (d’apres la propriety c)) 

= (x" -1 x)(y” -1 y) 

= x”v”. 
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Proposition 1-3-2 : 

Soient (£,+) un ensemble muni d’une loi de composition interne associative, notee 
addttivement et x,y deux elements quelconques de E. 

Les cinques proprietes suivantes sont verifiees. 

1) \/n,m g N* : nx + mx — (n + m)x. 

2) Mn,m e N* : n{mx ) = ( nm)x. 

3) si x et y commutent alors pour tout entier naturel non nul n, I’elementx commute 
avec ny. C’est a dire : x + y — y + x => V/? g N* : x + ny = ny + x. 

4) si x et y commutent alors : \/n,m g N * : nx et my commutent. 

En particulier : Mn,m g N * : nx et mx commutent. 

5) si x et y commutent alors : V« g N* : n{x +y) = nx + ny. 


Demonstration : 

1) Montrons par recurrence sur m e N* que pour tout entier naturel non nul n on a : 
nx + mx = (n + m)x. 

- Pour m = 1 : 

\/n g N* : nx + mx = nx + lx = (n + l)x = (n + m)x. 

- Pour m - 1 : 

Supposons que pour tout entier naturel non nul n on a : 

nx + (m - l)x = [n + (m - 1 )]x. 

- Pour m : 

Montrons qu’alors pour tout entier naturel non nul n on a : nx + mx = (n + m)x. 

Soit n un entier naturel non nul quelconque. 

nx + mx — nx + [{m - 1 )x + x] = [nx + {m - 1 )x] + x 

= {n + m- 1 )x + x (d’apres I’hypothese de recurrence) 

= [(n + m- l) + l]x= (n + m- 1 + 1 )x 
= (n + m)x. 

2) Montrons par recurrence sur m e N* que pour tout entier naturel non nul n on a : 
n{mx ) = ( nm)x. 

- Pour n = 1 : 

V m g N* : n(mx) = 1 (mx) = mx = (1 m)x = ( nm)x. 

- Pour n - 1 : 

Supposons que pour tout entier naturel non nul m on a : 

(n - 1 )(mx) = [(n - l)m]x. 

- Pour n : 

Montrons qu’alors pour tout entier naturel non nul m on a : n{mx) = ( nm)x. 

Soit m un entier naturel non nul quelconque. 

n(mx) = (n- 1 ){mx) + mx = ((n - 1 )m)x + mx (d’apres I’hypothese de recurrence) 

= [{n - 1 )m + m]x (d’apres la propriety a)) 

= {nm - m + m )x 
= inm)x. 

3) Supposons que x et y commutent. 

Montrons par recurrence que pour tout entier naturel non nul n, x commute avec ny. 

- Pour n = 1 : 

x + ny = x+ly = x+y=y + x= \y +x = ny +x. Done x commute avec ny. 

- Pour n - 1 : 

Supposons que x commute avec (n - 1 )y. 
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- Pour n : 

Montrons qu’alors x commute avec ny. 

x + ny = x+ [(« - 1 )y + y] = [x + (n - \)y] +y 

= [{n - l)y + x] + y (d’apres I’hypothese de recurrence) 

= (n - 1 )y + (x+y) = (n - l)y+(y + x) = [(« - 1/+/ +x 
= ny + x. 

Done x commute avec ny. 

4) Supposons que x eiy commutent. 

\/n,m e N* : 

Puisque x et y commutent.alors (d’apres la propriete c))x commute avec my. 
Puisque my etx commutent.alors (d’apres la propriete c)) my commute avec nx. 
Done nx et my commutent. 

En particulier : Mn,m e N* : nx et mx commutent (carx commute avecx). 

5) Supposons que x et y commutent. 

Montrons par recurrence sur n e N* que n(x +y) = nx + ny. 

- Pour n = 1 : 

n(x+y) = l(x +y) = x+y = lx + ly = nx + ny. 

- Pour n - 1 : 

Supposons que {n - l)(x +y ) = (n - l)x + (n - \ )y. 

- Pour n : 

Montrons qu’alors n(x +y) = nx + ny. 

n(x+y) = («- l)(x+j) + (x+>0 

= [{n - l)x + (n - l)j;] + (x +y) (d’apres I’hypothese de recurrence) 

= (n - 1 )x + [(n - 1 )y + x] + y 

= (n - 1 )x + [x + (n - 1 )y] + y (d’apres la propriete c)) 

= [(»- l)x + x] + [(n - 1 )y+y] 

= nx + ny. 

Proposition 1-3-3 : 

Soit (£,★) un ensemble muni d’une loi de composition interne associative et admettant 
un element neutre e. 

Les cinq proprietes suivantes sont verifiees : 

1) L’element neutre e est le symytrique de lui meme. 

2) Si un element x de E est symetrisable, et si x' est son symetrique alors x' est 
aussi symetrisable et son symetrique est egal a x. 

3) Si x et y sont des elements symetrisables de E alors x *y est aussi symetrisable. 
Dans ce cas, si x' est le symetrique de x et si / est le symetrique de y alors, y' * x' 
est le symetrique de x *y. 

4) Soientx et y deux elements de E qui commutent. 

Si x admet un symetrique x' alors x' commute avec^. 

5) Soientx et y deux elements de E qui commutent. 

Si x admet un symetrique x' et si y admet un symetrique / alors x' et / commutent. 

Demonstration : 

1) Puisque e I’element neutre de E alors e ★ e = e. 

Done <? est le symetrique de lui meme. 

2) Soitx un element symetrisable de E, et soitx' son symetrique. 

Puisque x' ★ x = x ★ x' = e alors x' est symetrisable, et son symetrique est egal a x. 
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3) Soientx ety deux elements symetrisables de E, x' le symetrique dex et / le 
symetrique dey. 

{ (x * y) * (y' * x') = x * (y ky 1 ) * x' = x * e * x' = x * x' = e 
(y 1 * x 1 ) k (x *y) = y' * (x 1 *x) * y = y 1 * e * y = y' *y = e 

Done x * y est symetrisable et son symetrique est egal a / * x'. 

4) Supposons que x admet un symetrique x'. 

x 1 ky — (pc' *y) ★ e — (x' * y) * (x * x') — x' ★ (y ★ x) * x' = x' ★ (x -ky) * x' 

= (x 1 k x) k (y ★ x 1 ) = e k (y k x') 

= y*x' 

Alors x' commute avecy. 

5) Supposons que x admet un symetrique x' et que y admet un symetrique y'. 

D’apres 4), x' commute avec y. 

Puisquey etx' commutent, alors (d’apres 4)), y' commute avecx'. 

Doncx' et y' commutent. 

Remarque 1-3-4 : 

Soit (E,.) un ensemble muni d’une loi de composition interne notee multiplicativement, 
associative et admettant un element neutre e. 

Les trois proprietes suivantes sont verifiees : 

1) Pour tout entier naturel n, e n = e (e’est a dire Vn e N : e" = e). 

2) Pour tout entier rellatif n, e n = e (e’est a dire We Z : e n = e). 

3) Si x est un element inversible dans E alors son inverse est egal a x” 1 . 

Demonstration : 

1) Montrons par recurrence que pour tout entier naturel n, e" = e. 

- Pour n = 0 : 

e n = e° = e. 

- Pour n - 1 : 

Supposons que e n ~ l = e. 

- Pour n : 

Montrons qu’alors e n = e. 

e n = e n ~ x e = ee (d’apres I’hypothese de recurrence) 

= e. 

2) Soit n un entier rellatif quelconque. 

- Si n > 0 : 

Alors (d’apres la propriety 1)) : e n = e. 

- Pour n < 0 : 

Alors : e n = (e~ l )~ n = e~ n = e. 

3) Soit x un element inversible de E et soit x' son inverse 

x _1 = (x')“ <_1) = (x') 1 = x' . Doncx -1 est I’inversedex. 

Remarque 1-3-5 : 

Soit (E,+) un ensemble muni d’une loi de composition interne notee additivement, 
additivement, associative admettant un zero. 

Les trois proprietes suivantes sont verifiees : 

1) Pour tout entier naturel n, nO E = 0 E (e’est a dire We N : nO E = 0 E ). 

2) Pour tout entier rellatif n, nO E = 0 E (e’est a dire \/n e Z : nO E = 0 E ). 
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3) Si x est un element de E qui admet un oppose, son oppose est egal a (-l)x. 
C’est a dire, si x est un element de E qui admet un oppose, alors : (-l)x = -x. 

Demonstration : 

1) Montrons par recurrence que pour tout entier naturel n : nO E = 0 E . 

- Pour n = 0 : 
nO E = 00 E = 0 E . 

- Pour n - 1 : 

Supposons que (n - 1)0^ = 0^. 

- Pour n : 

Montrons qu’alors n0 E = 0 E . 

n0 E = (n - 1)0 £ + 0 £ = 0 E + 0 E (d’apres I’hypothese de recurrence) 

= 0 E . 

2) Soit n un entier rellatif quelconque. 

- Si n > 0 : 

Alors (d’apres la propriety i)): n0 E = 0 E . 

- Pour n < 0 : 

Alors ! n0 E — (—n)(—0 E ) = {—n)0 E = O^. 

3) Soitx un element de E qui admet un oppose. 

(—1 )x = [-(-l)](-x) = 1 (—x) = -x. Done (-l)x est I’oppose dex. 

Proposition 1-3-6 : 

SoitiT un ensemble muni d’une loi de composition interne associative et admettant 
un element neutre. 

Les proprietes suivantes sont verifiees : 

1) Si la loi de E est multiplicative et si x est un element inversible de E alors, 

(x -1 ) -1 = x. 

2) Si la loi de E est additive et si x est un element de E, qui admet un oppose alors, 

-(-x) = x. 

3) Si la loi de E est multiplicative, et si x,y sont des elements inversibles de E alors, 
est inversible et on a : (xy)~‘ = y'x' 1 . 

4) Si la loi de E est additive, et si x,y sont des elements de E qui possedent des 
opposes, alors x + y possede un oppose et on a : -(x + y) = -y-x. 

5) Si la loi de E est multiplicative et si x est un element de E alors : 

a) Mn,m e N : x"x m = x n+m . 

b) V n ,/?? e N : (x n ) m = x nm . 

6) Si la loi de E est additive et si x est un element de E alors : 

a) V/7, m e N : nx + mx = (n + m)x. 

b) \/n,m e N : n(mx) = ( nm)x. 

7) Si la loi de E est multiplicative et si x,y sont des elements de E qui commutent 
alors : 

a) si x ety commutent alors, pour tout entier naturel n, ( xy) n = x n y n . 

b) pour tout entier naturel n, x n et y m commutent. 

En particulier : Mn,m e N : x n et x m commutent. 

8) Si la loi de E est additive et si x,y sont des elements de E qui commutent alors : 

a) si x ety commutent alors : W e N : n(x+y) = nx + ny et E. 

b) pour tout entier naturel n, nx et my commutent. 

En particulier : \/n,m e N : nx et mx commutent. 
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Demonstration : 

1) Supposons que la loi de E est multiplicative et soit x est un element inversible de E. 
Puisque x~' est I’inverse de x (d’apres la proposition 1-3-4-3)), alors (d’apres la 
proposition 1-3-3-2)), x _l est inversible et on a : (x" 1 ) -1 = x. 

2) Supposons que la loi de E est additive et soitx est un element de E qui admet un 
oppose. 

Puisque -x est I’oppose de x, alors (d’apres la proposition 1-3-3-2)), x+y admet un 
oppose et on a : -(-x) = x. 

3) Supposons que la loi de E est multiplicative et soenitx,y deux elements inversibles 
6eE. 

Puisque x _1 ety 1 sont les inverses, respectivement de x ety (d’apres la proposition 
1-3-4-3)), alors (d’apres la proposition 1-3-3-3)), xy est inversible et on a : 

(xy)' 1 =y~ 1 x~ 1 . 

4) Supposons que la loi de E est additive et soenit x,y deux elements de E qui 
possedent des opposes. 

Puisque -x et -y sont les opposes, respectivement de x ety , alors (d’apres la 
proposition 1-3-3-3)), x+y admet un oppose et on a : -(x+y) = -y + (-x) = -y-x. 

5) Supposons que la loi de E est multiplicative. 

Soient x est un element de E et e I’element neutre de E. 
a) Vn,m e N : 

- Si n = 0 : 


x°x m 


ex" 


x" 


X 


0 +m 


X" 


- Si m = 0 : 

y-ny-m — y-n Y 0 _ v n „ _ v « _ v n+0 _ v «+w 
A A A A A c- ./V -A jY . 

- Si n + 0 et si m + 0 : 

Alors (d’apres la proposition 1 -3-1-1)), x"x m = x n+m . 
b) Y/n,m e N : 

- Si n = 0 : 

(x") m = (x°)" ! = e m = e = e° = e 0m = x nm . 

- Si m = 0 : 

(pc n ) m = (x”)° = e = e° = e n0 = x nm . 

- Si n + 0 et si m + 0 : 

Alors (d’apres la proposition 1-3-1-2)), (x n ) m = x nm . 

6) Supposons que la loi de E est additive, et soitx est un element dei:. 

a) Vn,m e N : 

- Si n = 0 : 

nx + mx — Ox + mx — 0^ + mx - mx — (0 + m)x = (n + m)x. 

- Si m = 0 : 

nx + mx — nx + Ox = nx + 0^ = nx — (n + 0)x = (n + m)x. 

- Si n + 0 et si m + 0 : 

Alors (d’apres la proposition 1-3-2-1)), nx + mx = (n + m)x. 

b) \/n,m e N : 

- Si n = 0 : 


n(mx) = 0 (mx) = 0^ = Ox = (0 m)x = ( nm)x. 

- Si m = 0 : 

n{mx ) = /?(0x) = nOg = 0g = Ox = («0)x = ( nm)x. 

- Si n + 0 et si m + 0 : 

Alors (d’apres la proposition 1-3-2-2)), n(mx) = ( nm)x. 
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7) Supposons que la loi de E est multiplicative. 

Soient x,y deux elements de E qui commutent et e i’element neutre de E. 

a) V/7 e N : 

- Si n = 0 : 

(pcy) n = (xy)° = e = ee = x°y° = x n y n . 

- Si n * 0 : 

Alors (d’apres la proposition 1-3-1-3)), (xy) n = x n y n . 

b) Vn,m e N : 

- Si n = 0 : 

Alors x n = x° = e commute avec y m . 

- Si m = 0 : 

Alors x n commute avec e = y° = e = y m . 

- Si n ± 0 et si m * 0 : 

Alors (d’apres la propriety 1-3-1-4))), x" et y m commutent. 

En particulier : \/n,m e N : x n et x m commutent (carx commute avecx). 

8) Supposons que la loi de E est additive. 

Soient x,y deux elements de E qui commutent. 

a) - Si n = 0 : 

n{x + y) = 0(x + y) = 0^ = 0e + 0e - Ox + Ov = nx + ny. 

- Si n ± 0 : 

Alors (d’apres la proposition 1-3-2-3)), n(x+y ) = nx + ny. 

b) - Si n = 0 : 

Alors nx = 00^ = Oi? commute avec my. 

- Si m = 0 : 

Alors nx commute avec 0 £ = Oy = my. 

- Si n ± 0 et si m ^ 0 : 

Alors (d’apres la propriety 1-3-2-4))), nx et my commutent. 

En particulier : \/n,m e N : nx et mx commutent (carx commute avecx). 


Lemme 1-3-7 : 

Soit (E,.) un ensemble muni d’une loi de composition interne notee multiplicativement, 
associative et admettant un element neutre. 

Les quatres proprietes suivantes sont verifiees : 

1) Si x est un element inversible de E alors : \/n,m e Z“ : x ,! x m = x n+ ' n . 

2) Si x est un element inversible de E alors pour tout entier naturel n, x n est inversible, 
et son inverse est egal a x~ n . 

C’est a dire si x est un element inversible de E alors, 

V«eN: x" est inversible et (x")' 1 = x~ n . 

3) Si x est un element inversible de E alors pour tout entier relatif n, x n est inversible, et 
son inverse est egal a x~ n . 

C’est a dire si x est un element inversible de E alors, 

V/7 e Z : x" est inversible et (x") _1 = x~ n . 

4) Si x et j; sont des elements inversibles de E qui commutent alors : 

\/n,m e Z : x n etj^ m commutent. 

En particulier : \/n,m e Z : x 11 et x m commutent. 
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Demonstration : 

1) Soit x est un element inversible de E. 

Vn,m e Z" : x"x'" = (x -i r(x - T w = Or 1 )'""'" = (x~ l r {n+m) = x" +m . 

2) Soientx un element inversible de E et n un entier naturel. 

, f x"x - " = x"(x -1 )" = (xx -1 )" = e n = e 

Puisque x et x -1 commutent alors : < 

I x - "x" = (x -1 )"x" = (x -1 x)" = e" = e 

Doncx" est inversible et son inverse est egal a x~ n . 

3) Soientx un element inversible de E et n un entier relatif. 

- Si n > 0 : 

Alors (d’apres 2)), x" est inversible et son inverse est egal a x~ n . 

- Si n < 0 : 

Alors -n > 0 et par suite (d’apres 2)), x~ n est inversible et son inverse est egal a 

x-(“”) = x n . 

Puisque x n est I’inverse de x~" alors x n est inversible et son inverse est egal a x~ n . 

4) Soientx et;; deux elements inversibles de E qui commutent. 

\/n,m e Z : 

-Sin>0 etm>0: 

Alors (d’apres la proposition 1-3-6-7) b)), x" et y m commutent. 

-Sin<0 etm<0: 

Alors -n et - m sont positifs. 

D’apres la proposition 1-3-3-5)), x _1 et;; -1 commutent (carx et^ commutent). 
Ce qui montre (d’apres la proposition 1-3-6-7) b)), que, 
x" = (x -1 ) - " et y m = (y -1 )~ m commutent. 

-Sin>0 etm<0: 

Alors n et -m sont positifs. 

D’apres la proposition 1 -3-3-4)), y~ l etx commutent (car^ etx commutent). 

Ce qui montre (d’apres la proposition 1-3-6-7) b)), quex" et y m = (y -1 )“ m 
commutent. 

-Sin<0 etm>0: 

Alors -n et m sont positifs. 

D’apres la proposition 1-3-3-4)), x -1 et y commutent (carx et_y commutent). 

Ce qui montre (d’apres la proposition 1-3-6-7) b)), quex" = (x -1 )“' ! et y m 
commutent. 

En particulier : 

Mn,m e Z : x" etx'" commutent (carx commute avecx lui meme). 


Theoreme 1-3-8 : 

Soit (is,.) un ensemble muni d’une loi de composition interne notee multiplicativement, 
associative et admettant un element neutre. 

Les proprietes suivantes sont verifiees : 

1) Si x est un element inversible de E, alors : 

a) \/n,m e Z : x"x m = x n+m . 

b) \/n,m e Z : (x") m = x nm . 

2) Si x et_y sont des elements inversibles de E qui commutent alors : 

V/i £ Z : (xy) n = x n y n . 
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Demonstration : 

1) Soient x un element inversible de E et e I’element neutre de E. 
a) \/n,m e Z : 

- Si n > 0 et m > 0 : 

Alors (d’apres la proposition 1-3-6-5) a)), on a : x n x m = x n+m . 

- Si n < 0 et m < 0 : 

Alors -n > 0 et -m > 0. 

Par suite on a : 

x’' X m = (x~ i r(x-'r m 

= {x~ l y n ~ m (d’apres la proposition 1-3-6-5) a)) 

= (x~ { y {n+m) 


__ j^n+m 

- Si n > 0, m < 0 et n + m > 0 : 

Alors n > 0, -m >0 et n + m > 0. Par suite on a : 

x"x m = x n+m ~ m x m = (x n+m x~ m )x m (d’apres la proposition 1-3-6-5) a)) 

= x n+m (x~ m x m ) 

= x n+m e (d’apres le lemme 1-3-7-3)) 

__ j^n+m 

- Si n > 0, m < 0 etn + m<0: 

Alors -n < 0, m <0 et n + m < 0. Par suite on a : 

x"x m = x"x~" +n+m = x n (x~ n x n+m ) (d’apres le lemme 1-3-7-1)) 

= (x"x-")x” +m 

= ex n+m (d’apres le lemme 1-3-7-3)) 

__ j^n+m 

- Si n < 0, m > 0 etn + m>0: 

Alors -n > 0, m >0 et n + m > 0. Par suite on a : 

x n x m = x n x~ n+n+m = x n (x~ n x n+m ) (d’apres la proposition 1-3-6-5) a)) 

= (x"x-' , )x' ,+m 

= ex n+m (d’apres le lemme 1-3-7-3)) 

__ j^n+m 

- Si n < 0, m > 0 etn + m<0: 

Alors n < 0, -m <0 et n + m < 0. Par suite on a : 


= (x n+m x~ m )x m (d’apres le lemme 1 -3-7-1)) 

= x" +m (x- m x m ) 

= x n+m e (d’apres le lemme 1-3-7-3)) 

__ j ^n+m 

On a done montrer que : \/n,m e Z : x"x m = x n+m . 
b) \/n,m e Z : 

-Sin>0 etm>0: 

Alors (d’apres la proposition 1-3-6-5) b)), on a : ( x n ) m = x nm . 

-Sin>0 etm<0: 

Alors (d’apres la proposition 1-3-7-3)), on a : ( x n ) m = [(x")“" ! ] _1 . 
D’apres la proposition 1-3-6-5) b)), on done : 

(X'T = (x" 1- " 0 ) -1 = (x - '™)^ 1 = X nm (d’apres la proposition 1-3-7-3). 
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- Si n < 0 et m > 0 : 

(x") m = [(x-')-"] m = (x _1 ) ( “" )m (d’apres la proposition 1-3-6-5) b)) 

= (x- 1 )" ,m = x-(-'™) 

__ 


- Si n < 0 et m < 0 : 

Alors n < 0 et - m > 0 

( x”) m = [( x ")“ m ]“ 1 

= [( x -') ( -” )( - w) ] _1 

= [(x- 1 )""T 1 
= (x- 1 )"'™ 

_ %-{-nm) 


Par suite on a : 

(d’apres la proposition 1-3-7-3) 
(d’apres la proposition 1-3-6-5) b)) 
(d’apres la proposition 1-3-7-3) 


On a done montrer que : \/n,m e Z : x"x m = x n+m . 

2) Soient x et y deux elements inversibles de E qui commutent. 

Vr £ Z : 

- Si n > 0 : 

Alors (d’apres la proposition 1-3-6-7) a)), on a : {xy) n = x n y n . 

- Si n < 0 : 

Puisquex et y commutent alors (d’apres la proposition 1-3-3-5)), 
x _1 et v _1 commutent. 

Par suite on a : 

(xy) n = [(x^)- 1 ]-" = [Cvx)- 1 ]- 

= (x -1 ^ -1 )”" (d’apres la proposition 1-3-3-3)) 

= (x-T'V 1 ) - " (d’apres la proposition 1-3-6-7) a)), 

= x n y n . 


Lemme 1-3-9 : 

Soit (£,+) un ensemble muni d’une loi de composition interne notee additivement, 
associative et admettant un zero. 

Les quatres proprietes suivantes sont verifiees : 

1) Si x est un element de E qui admet un oppose alors : 

\/n,m eZ ~ : nx + mx — (n + m)x. 

2) Si x est un element de E qui admet un oppose alors pour tout entier nature! n, 
nx admet un oppose, et son oppose est egal a (~n)x. 

C’est a dire si x est un element de E qui admet un oppose alors, 

V«eN: nx admet un oppose et -nx = (-n)x. 

3) Si x est un element de E qui admet un oppose alors pour tout entier relatif n, 
nx admet un oppose , et son oppose est egal a (-n)x. 

C’est a dire si x est un element de E qui admet un oppose alors, 

V/i £ Z : nx admet un opposeest et -nx = (-n)x. 

4) Si x etj^ sont des elements de E qui commutent qui possedent des opposes alors 
\/n,m £ Z : nx et my commutent. 

En particulier : Mn,m e Z : nx et mx commutent. 
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Demonstration : 

1) Soit x un element de E qui admet un oppose. 

\/n,m ^7h~ : nx + mx = (-w)(-x) + (-m)(-x) = {-n - m)(-x ) = [-(« + «?)](-x) 

= (n + m)x. 

2) Soientx un element de E qui admet un oppose et n un entier naturel. 

Puisque x et -x commutent alors : 

| nx + (-n)x = nx + n(-x) = n{x. - x) = iiOe = 0 e 
| ( -n)x + nx = n(-x) + nx = n(-x + x) = nO e = 0 e 

Done nx admet un oppose qui est egal a (-n)x. 

3) Soientx un element de E qui admet un oppose et n un entier relatif. 

- Si n > 0 : 

Alors (d’apres 2)), nx admet un oppose qui est egal a (-n)x. 

- Si n < 0 : 

Alors -n > 0 et par suite (d’apres 2)), ( -n)x admet un oppose qui est egal a 

[—(—«)]x = nx. 

Puisque nx est I’oppose de ( -n)x alors nx admet un oppose qui est egal a ( -n)x. 

4) Soientx et j; deux elements de E qui possedent des opposes et qui commutent. 
\/n,m e Z : 

-Sin>0 etm>0: 

Alors (d’apres la proposition 1-3-6-8) b)), nx et my commutent. 

-Sin<0 etm<0: 

Alors -n et -m sont positifs. 

D’apres la proposition 1-3-3-5)), -x et -y commutent (carx et y commutent). 
Ce qui montre (d’apres la proposition 1-3-6-8) b)), que, 
nx = (-n)(-x) et my = (- m){-y ) commutent. 

-Sin>0 etm<0: 

Alors n et -m sont positifs. 

D’apres la proposition 1-3-3-4)), -y etx commutent (carj^ etx commutent). 
Ce qui montre (d’apres la proposition 1-3-6-8) b)), que nx et my = (-w)(-j) 
commutent. 

-Sin<0 etm>0: 

Alors -n et m sont positifs. 

D’apres la proposition 1-3-3-4)), -x etj^ commutent (carx et y commutent). 
Ce qui montre (d’apres la proposition 1-3-6-8) b)), que nx = (-n)(-x) et my 
commutent. 

En particulier : 

\/n,m e Z : nx et mx commutent (carx commute avecx lui meme). 

Theoreme 1-3-10 : 

Soit ( E ,+) un ensemble muni d’une loi de composition interne notee additivement, 
associative et admettant un zero. 

Les proprietes suivantes sont verifiees : 

1) Si x est un element de E qui admet un oppose alors : 

a) V n, m eZ \ nx + mx = (n + m)x. 

b) \/n,m e Z : n(mx) = ( nm)x. 

2) Si x et y sont des elements de E qui possedent des opposes et qui commutent 
alors : \/n e Z : n(x +y) — nx + ny. 
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Demonstration : 

1) Soient x un element de E qui admet un oppose. 

a) V n, m e Z : 

- Si n > 0 et m > 0 : 

Alors (d’apres la proposition 1-3-6-6) a)), on a : nx + mx = (n + m)x. 

- Si n < 0 et m < 0 : 

Alors -n > 0 et -m > 0. 

Par suite on a : 

nx + mx = (-n)(-x) + (-w)(-x) 

= (-n - m)(-x) (d’apres la proposition 1-3-6-6) a)) 

= [-(n + m)](-x) 

= (n + m)x. 

- Si n > 0, m < 0 et n + m > 0 : 

Alors n > 0, -m >0 et n + m > 0. Par suite on a : 

nx + mx = (n + m - m)x + mx 

= [(« + m)x + (-m)x] + mx (d’apres la proposition 1-3-6-6) a)) 

= (n + m)x + [(-m)x + mx] 

= (n + m)x + 0 E (d’apres le lemme 1 -3-9-3)) 

= (n + m)x. 

- Si n > 0, m < 0 etn + m<0: 

Alors -n < 0, m <0 et n + m < 0. Par suite on a : 

nx + mx — nx + {-n + n + m)x 

= nx+ [(-n)x + (n + m)x] (d’apres le lemme 1 -3-9-1)) 

= [nx + (~n)x] + (n + m)x 

= 0 E +{n + m)x (d’apres le lemme 1-3-9-3)) 

= (n + m)x. 

- Si n < 0, m > 0 etn + m>0: 

Alors -n > 0, m >0 et n + m > 0. Par suite on a : 

nx + mx = nx+ (-« + n + m)x 

= nx + [{-n)x + (n + m)x] (d’apres la proposition 1 -3-6-6) a)) 

= [nx + {~n)x] + (n + m)x 

= 0e+ (n + m)x (d’apres le lemme 1 -3-9-3)) 

= (n + m)x. 

- Si n < 0, m > 0 etn + m<0: 

Alors n < 0, -m <0 et n + m < 0. Par suite on a : 

nx + mx = (n + m - m)x + mx 

= [in + m)x + (-m)x] + mx (d’apres le lemme 1-3-9-1)) 

= (n + m)x + [(-m)x + mx] 

= (n + m)x + 0 e (d’apres le lemme 1 -3-9-3)) 

= (n + m)x. 

On a done montrer que : \/n,m e Z : nx + mx = (n + m)x. 

b) Vn,m e Z : 

-Sin>0 etm>0: 

Alors (d’apres la proposition 1-3-6-6) b)), on a : n(mx) = (nm)x. 
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- Si n > 0 et m < 0 : 

Aiors n > 0 et -m > 0. Par suite on a : 


n(mx ) = n[(-m)(-x )] 

= [«(-w)](-jc) (d’apres la proposition 1-3-6-6) b)) 

= (-nm)(-x) = [-(-nm)]x 
( nm)x. 


- Si n < 0 et m > 0 : 

Aiors -n > 0 et m > 0. Par suite on a : 

n(mx ) = -[-fl(mx)] 

= -[(-n)(/?ij)] (d’apres la proposition 1-3-9-3)) 

= -[(-nm)x] (d’apres la proposition 1-3-6-6) b)) 

= [-(-nm)]x (d’apres la proposition 1-3-9-3)) 

= ( nm)x. 

- Si n < 0 et m < 0 : 

Aiors -n > 0 et - m > 0 Par suite on a : 

n(mx ) = -[-n(fflx)] 

= -[(-«)(mx)] (d’apres la proposition 1-3-9-3)) 

= -[(-w)[(-m)(-jc)]] 

= -[[(-n)(-m)](-x)] (d’apres la proposition 1-3-6-6) b)) 

= -[( nm){-x )] = -[(-nm)x] 

= [-(-nm)]x (d’apres la proposition 1-3-9-3)) 

= ( nm)x. 

On a done montrer que : Mn,m e Z : n(mx) = (nm)x. 

2) Soientx etj^ deux elements de E qui possedent des opposes et qui commutent. 
V« e Z : 

- Si n > 0 : 


Aiors (d’apres la proposition 1-3-6-8) a)), on a : n(x + y) = nx + ny. 


- Si n < 0 : 


Puisquex et >> commutent aiors (d’apres la proposition 1-3-3-5)), 

-x et -y commutent. 

Par suite on a : 

n(x+y) = (-«)H>+.y)] = (~n)[-(y + x)] 

= ( -n)(-x-y ) (d’apres la proposition 1-3-3-3)) 

= (-«)[-* + (~y)] 

= (-n)(-x) + (- n)(-y) (d’apres la proposition 1-3-6-8) a)) 


- nx + ny. 


Proposition 1-3-11 : 

Soient (E,*), ( F,T ) et (G,±) des ensembles munis des lois de composition internes 
respectivement *, ret _l. 

Si/est un homomorphisme de (E, *) vers (F, T ) et si g est un homomorphisme de 
(F,T) vers (G,±) aiors, go/e st un homomorphisme de (E ,*) vers (G,_l). 
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Demonstration : 

Soient/un homomorphisme de (E ,*) vers (F,T) etgun homomorphisme de (F,T) 
vers (G,±). 

\/x,y g E : (gof)( x *y) = g(f{x *y)) = g(f(x)TJ(y)) = g(f(x)) ± g(f(y)) 

= (g°f)(x) -l c g°f)(y )■ 

Done go/est un homomorphisme de (£,*) vers (G,_l). 

Proposition 1-3-12 : 

Soient (F, *) et (F, T) deux ensembles munis des lois de composition internes 
respectivement * et T. 

Si/est un isomorphisme de (F,*) vers (F, T) alors,/ _1 est un isomorphisme de (F,F) 
vers (F,*). 

Demonstration : 

Soit/un isomorphisme de (F,*) vers ( F,T ). 

Soient x et y deux elements quelconques de F. 

Posons/ _1 (x) = a et/ _1 (y) = b. Alors, x = fla) et y =f{b). 
f-'(xTy ) =f-'(Aa)TAb)) = f~'(Aa * *)) = (T 1 «/)(o * 6) = Wj(a * b) = a * b 
= /-'(*) */-'()')■ 

Done/ _1 est un homomorphisme bijective de (F,J) vers (£’,*). 

Ce qui montre que/ -1 est un isomorphisme de (F, T) vers (£’,*). 


Proposition 1-3-13 : 

Soient (£,*) et (F,T) deux ensembles munis des lois de composition internes 
respectivement * et T. 

Si/est un homomorphisme de {E, *) vers (F,J), alors les six proprietes suivantes 
sont verifiee : 


1) Vxi,x 2 ,. ,x„ e E : f (* n i= i x,) = T^ =] f{xi). 

En particulier: 

a) Si les deux lois de composition internes de E et F sont multiplicatives alors : 

f n \ n 

Vxi,x 2 ,. ,x„ G E :/ n*' = n^)- 

V/=i J i=l 

b) Si les deux lois de composition internes de E et F sont additives alors : 

f n \ n 

Vxi,x 2 ,.,x„ e E :/( X x * ) = Y^A x d- 

\i= i y ?=i 

c) Si la loi de composition interne de E est multiplicative et si la loi de composition 
interne de Fest additive alors : 


Vxi,x 2 , 




E:f 



n 


I>0. 

1=1 


d) Si la loi de composition interne de E est additive et si la loi de composition interne 
de F est multiplicative alors : 

Vxi,x 2 ,. ,x„ e E :/ Yu x > ) = E[y( x ')- 

\i= 1 y i=l 


2) Si les deux lois de composition internes de E etFsont multiplicatives alors : 

Vx g E et V n g N* : f{pc n ) = f(x) n . 
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3) Si les deux lois de composition internes de F et F sont additives alors : 

Vx e F et Vn eN* :/( nx ) = nf (x). 

4) Si la loi de composition interne de F est multiplicative et si la loi de composition 
interne de Fest additive alors : 

Vx e E et \fn e N* : / (x") = nf (x) 

5) Si la loi de composition interne de E est additive et si la loi de composition interne 
de Fest multiplicative alors : 

Vx e E et \fn e N* : f (nx ) = f(pc) n 

6) Si E admet un element neutre e et si F admet un element neutre e alors on a pas 
on a pas forcement/ (e) = s. 


Demonstration : 

Soit/un homomorphisme de (F,*) vers (F,F). 

1) Montrons par recurrence que pour tout entier naturel non nul n, si xi,. ,x„ sont 

des elements quelconques de E alors :/ (f n i= i xi) = T^ =x f(xi). 

- Pour n = 1 : 


Vxi,. ,x n e E :/(*- =1 Xi) = /(* J =1 xi) = f{x i) = T-^fxi) = T” =l f(xi). 

- Pour n - 1 : 

Supposons que si xi,.,x„_i sont des elements quelconques de E alors : 

/(<i*,) = r,c;/fe). 

- Pour n : 

Montrons qu’aiors sixi,. ,x„ sont des elements quelconques deF alors : 

f(*U *<) = 

Soientxi,. ,x n des elements quelconques deF. 

/(*/=! f) =X«1 x 0 *X„) =/(*•=! xi)Tf(x n ) = T)_yf(x ,) ] Tf(x„ ) = F^ =1 /(x ; ). 

En particulier : 

a) Si les deux lois de composition internes de F et F sont multiplicatives alors : 

[ n \ n 

Vx 1 ,x 2 ,.,x„ G F :/ P]x; = n/( x ')- 

V/=i y i=i 

b) Si les deux lois de composition internes de F et F sont additives alors : 


Vxi,x 2 ,.,x„ G F :/ X x * 

V=1 


- ZA X <)- 

FI 

c) Si la loi de composition interne de F est multiplicative et si la loi de composition 
interne de Fest additive alors : 


Vx i ,x 2 ,. 


r X n (z: E . f I | | X; 

\i= 1 


= 

FI 

d) Si la loi de composition interne de F est additive et si la loi de composition interne 
de F est multiplicative alors : 


Vxi,x 2 ,. ,x„ G F :/ X x * 

VF1 


= n^<>. 

FI 

2) Supposons que les deux lois de composition internes de F et F' sont multiplicatives. 
Soitx un element quelconque de F et n un entier naturel non nul quelconque. 

Pour tout entier naturel / = 1posonsx, = x. 

f n " 

ri x < 

<i= 1 


/(x") = 


= n a.v,) =/(*r. 

FI 
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3) Supposons que les deux lois de composition internes de E et E' sont additives. 
Soit x un element quelconque de E et n un entier naturel non nul queiconque. 
Pour tout entier naturel i = 1 posonsx, = x. 

f(nx) = j(itxi J = Z Axi) = nf (x). 

\i= 1 J i= 1 

4) Supposons que la loi de composition interne de E est multiplicative et que la loi 
de composition interne de E' est additive. 

Soitx un element quelconque de E et n un entier naturel non nul quelconque. 
Pour tout entier naturel i = 1 posonsx, = x. 

/(*") = / t\xi ] = Z Axi) = n f ( x )■ 

\i= 1 J i= 1 

5) Supposons que la loi de composition interne de E est additive et que la loi de 
composition interne de E' est multiplicative. 

Soitx un element quelconque de E et n un entier naturel non nul quelconque. 
Pour tout entier nature! i = 1,...,« posonsx, = x. 

{ n \ n 

f (fix) = 


Z x H = n Axd =fi.x) n - 

\i=\ J 1=1 

6 ) Contre exemple : 

Supposons que E = F = R x R. On munit E = F 
(1,1) est I’element neutre de E et F. 

Soit/I’application de E vers E' definie par :f:E 


Lde la multiplication. 


IxR-^F = 1Rx1R 
a = (x,y) i—y f{a) = (x,0) 

Va = ( x,y ) e E = M x M et \/b — (z,t) e E = R x M : 

f{ab) = ft(x,y)(z,t)) =f{(xz,yt )) = (xz,0) = (xz,00) = (x,0)(z,0) = f{a)f{b). 

Done/est un homomorphisme de (E,. ) vers (F,. ) mais/((l, 1)) = (1,0) ^ (1,1). 
C’est a dire que/est un homomorphisme de (E,. ) vers (F,. ) mais I’image de 
I’element neutre de E par/n’est pas egal a I’element neutre de F. 

Ce qui montre que si E admet un element neutre e et si Fadmet un element 
neutre s alors on a pas forcement/ (e) = s. 


Lemme 1-3-14 : 

Soit (£,★) un ensemble muni d’une loi de composition interne * associative. 

Si a,b\,....,b n sont des elements quelconques de E et si I’element a commute avec 
chacun des elements b\,....,b„, alors a commute avec I’element b,. 


Demonstration : 

Montrons par recurrence que pour tout entier naturel non nul n, si a,b\,....,b„ sont des 
elements quelconques de E et si I’element a commute avec chacun des elements 
b\,....,b„, alors a commute avec i’element bi. 

- Pour n = 1 : 

Soient a,b\,....,b n des elements quelconques de E tels que a commute avec chacun 
des elements b\,....,b n . 
a commute avec&i = *] =1 b t = * n i=l bi. 

- Pour n - 1 : 

Supposons que si a,b\,....,b n -\ sont des elements quelconques deF et si a 
commute avec chacun des elements b\,....,b n -\ alors a commute avec I’element 


b - 
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- Pour n : 

Montrons qu’alors si a,b 1 ,...., b n sont des elements quelconques de E et si I’element 
a commute avec chacun des elements b u ... .,b n , aiors a commute avec I’element 

b '■ 

a * (*1= l b 0 = a * [«1 b <') * b„ ] = [a ★ (*'L I | ] * b„ 

= [(★'L\ bi) ★ a] ★ b n (d’apres I’hypotese de recurrence) 

= (*}=\ bi) ★ (a ★ £>„) = * a ) = [(*/=i ^0 * bn ] * a 

= (*/=! *i) * «■ 

Done a commute avec I’element 6,. 

Lemme 1-3-15 : 

Soient (£,★) un ensemble muni d’une loi de composition interne * associative, et 
a\,....,a n ,b\,....,b m des elements quelconques de E 

Si chacun des elements a\,....,a n commute avec chacun des elements b\,....,b m , 
aiors I’element * n i=1 a, commute avec I’element ★^ =1 b t . 

Demonstration : 

Supposons que chacun des elements a\,....,a n commute avec chacun des elements 

b 1,...., b m • 

Done (d’apres le lemme precedent 1-3-14), chacun des elements b\,....,b m commute 
avec chacun I’element *J =1 a t . 

Puisque I’element *J =1 a, commute avec chacun des elements b\,....,b m aiors 
(d’apres le lemme 1-3-14), I’element a, commute avec I’element *)" = i bi. 

Lemme 1-3-16 : 

Soient (£,★) un ensemble muni d’une loi de composition interne * associative, et 
Cl 1 5 Cl2 ? .... 5 des elements quelconques de E (ou n > 2) qui commutent deux a deux. 

Pour tout entier naturel k = 1,. ,n- 1, si bi,b 2 ,....,b„ sont les elements deii" 

bi = ai si i ± n et i ± k 

tels que : V/ = l,2,....,n : < b n = a k si i = n , aiors : 

b k = a„ si i = k 

bi,b 2 ,....,b n commutent deux a deux et on a : a, = bi. 

Demonstration : 

Soit^un element quelconque de I’ensemble {1,. ,n- 1} et soient b\,b 2 ,....,b n les 

bi = a, si i ± n et i ± k 

elements de E tels que : V/ = 1,2,...., n : < b„ = a k si i = n 

b k = ci n si i = k 

v 

Puisque b\,b 2 ,....,b n sont les elements a.\ , u 2 ,...., a n et puisque a l , a 2, . . . . , CL n 
commutent deux a deux aiors b\,b 2 ,....,b n commutent deux a deux. 

- Si n = 2 : 

Aiors k = 1, par suite on a 

★'Ll at = *| =1 dj = a\ ★ a 2 = a 2 ★ a\ = a n ★ a k = b k ★ b n = b\ ★ b 2 = ★? =1 bi = ★'? =1 bi. 
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-Sin>3etk=l: 

* 0 \ ai = a\ * 002 a 0 * a " -^1*01* (*"“2 a 0 = a i * a « * 002 a 0 
= a n * 00 2 «,) * ai = a n * (*02 a 0 * ak = 61 * (*02 6;) * b„ 

= 0=1 b >- 

-Sin>3etk = n-1 : 

*0\ a, = 00\ «/) * a„_i * a„ = (*/lj «/) * a n * a„_i = (★'pj a/) * a„ * a* 

= (*pp 6,-) * 6 a- * b n = 00\ b0 * b n -\ * b n 

= *U b ‘- 

-Sin>3etl-<k-<n-l: 

Alors :2<6<n-2=>2<n-2=>??>4. 

*/=l a ‘ = 001 a 0 * ak * (*St+i a ;) * a « = C*/=l a 0 * (*/=L-l a 0 * aA * Un 

= 00\ a,-) * (*?4 + i a,-) * a„ * a k = 00\ 6,) * (*'Lj k+1 6/) ★ 6 a ★ b n 

= (*tl 6 0 * 6a * (*/=Ll 6 0 * bn 


Theoreme 1-3-17 : 

Soit (£,*) un ensemble muni d’une loi de composition interne * associative. 

Pour tout entier naturel non nul n, si a\,.... ,a„ sont des elements de E qui commutent 
deux a deux et si a est une permutation de I’ensemble I n = {1 n} alors : 
a ff (i),... .,a a { n ) commutent deux a deux et on a : *'- =1 a t = *J =1 a aW . 

En particulier : 

- Si la loi * est notee multiplicativement, n est un entier naturel non nul, a\,....,a n sont 
des elements de E qui commutent deux a deux et a est une permutation de 
I’ensemble /„ = {1 n} alors, a CT( ia CT( „) commutent deux a deux et ona : 

n n 

n* = n a CTO)- 

z=l i= 1 

- Si la loi * est notee additivement, n est un entier naturel non nul, a\,....,a n sont 
des elements de E qui commutent deux a deux et a est une permutation de 
I’ensemble /„ = {1 n} alors, a CT( ia CT( „) commutent deux a deux et ona : 

n n 

^ 1 Clj — y 1 dad.} ■ 
i= 1 i= 1 

Demonstration : 

Pour tout entier naturel non nul n, on pose I„ = {1,2 n}. 

Montrons par recurrence que pour tout entier naturel non nul n, si a\,....,a n sont des 
elements de E qui commutent deux a deux et si a est une permutation de I’ensemble 
I n = {1,2,alors, commutent deux a deux et ona : 

*01 at = *0\ a a (i). 

- Pour n = 1 : 

Soient a\,....,a n des elements de E qui commutent deux a deux et a une 
permutation de I’ensemble/,,. 

Puisque a CT (i),....,a CT( „) sont les elements a\,....,a n et puisque a\,....,a n 
commutent deux a deux alors a a{ i ); ... .,a aM commutent deux a deux. 

H = 1 =>/„=/! = {1} =* (7(1) = 1. 

Alors : *0i ai = *0\ at = a\ = a a (i) = *0\ a a (i)- 
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- Pour n - 1 : 


Supposons que si a\,...,,a n - 1 sont des elements de E qui commutent deux a deux et 
si a est une permutation de I’ensemble /„_i = n - 1} alors, a G{ \ a CT( „_i) 

commutent deux a deux et on a : *'H| a, = a a(i) . 

- Pour n : 

Montrons qu’alors si a\,.. ,.,a n sont des elements de E qui commutent deux a deux 
et si a est une permutation de I’ensemble I n = {1,2 n} alors, a a( \),....,a a{n) 
commutent deux a deux et ona : *? =1 a, = a a ^. 

Soit a une permutation de I’ensemble 

• Si a(n) = n : 

Soit a' la restction de a a I n -\. 

Puisque a(«) = n alors a' est une permutation de I’ensemble I„-\. 

Soient ai,.des elements quelconques de E qui commutent deux a deux. 
Puisque a a( ia CT („) sont les elements et puisque a\,....,a n 

commutent deux a deux alors a aW ,... .,a a{n) commutent deux a deux. 

D’apres I’hypothese de recurrence on a : a, = a c{i) . 

Par suite : *'- = j a,- = a t') * = C*/=l * a ^(«) = *” = i a <j(o- 

• Si a(n) ± n : 

Soient «i,.... ,a„ des elements quelconques de E qui commutent deux a deux. 
Puisque sont les elements a\,....,a n et puisque a\,....,a n 

commutent deux a deux alors a a{ .... ,a a{n) commutent deux a deux. 


Posons a(a n ) = k, k = a(a n ) ^ 77 => [z? > 2 

S’ 

Pour tout entier naturel i g /„, posons : < 


et 

bi = a t 
bn @k 


k G I n -\ ] . 
si i ± n 


si i = n 


et i ± k 


bk = a n si i = k 

D’apres le lemme 1-3-16, on a : *? =1 a, = * n i=l b t . 

Soit t I’application de I n vers I„ definie par: r : I„ —»■ /„ 


i I—> r(z) = i si i ± n et i ± k 
n I—> r(«) = k 
k h-> z(k) = i. 

Montrons que r est une permutation de I’ensemble /„. 

(r o r)(z) = t(t(/)) = r(z) = z = idi„(i ) si / ^ 77 et z ^ A: 

Vz g /„ : < (7-0 t)(z) = t(t(z7)) = t(A") = n = i = idi n (i ) si z = n 

(r o r)(z) = T{r(k)) = r{n) = k = i = idi n (i ) si * = k 


Alors t o t = idi„. Done r est bijective. 

Ce qui prouve que r est une permutation de i’ensemble /„. 

Montrons que (r ° cr)(z?) = n. 

(r o a)(z?) = r(a(z7)) = t(A) = 77. 

Puisque (t ° cr)(/7) = 77 , alors : *^ =1 a, = ★ - =1 b t = * n i=l b {Toa)(i) = * n i=1 b t{a{l)) . 
r 

br (a(/)) = b a{i ) = a CT(i) si <7(z) * 77 et <j(z) * £ 

Vz G In . < bi;((j{i)) bk 77^ 77<j(Z) Si (J(/) 77 

bz(o{i)) = b T (k) = bn — Clk = 77fj(/) Si <j(z) — k 


Alors : ★'Lj a,- - ^rCoO)) - rz^,). 
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Lemma 1-3-18 : 

Soient ,4 un ensemble fini non vide et a\,....,a n ,b\,....,b„ des elements de^4. 

Si a\,....,a n sont distincts deux a deux, b\,....,b n sont distincts deux a deux et 
A = = {b\,....,b n } alors il existe un permutation a de I’ensemble 

I = {1 n} telle que : Vi e / : b , = a a ^. 

Demonstration : 

Soient u et v les bijections de / vers A definies par: 

u : / — * A v : / —* A 

et 

i i— > u{i ) = a,- i i— > y(z) = bi 

Puisque u et v des bijections de / vers A, alors a = u~ x ° v est une bijection de / vers A. 
Alors a est une permutation de I’ensemble / et on a pour tout entier naturel i e I: 

bi = idAibi) = (u ° u~ x )(bi) = u(u~ x (bj )) = u(u~ x (v{i))) = u((u~ x °v)(z)) = u(a(i)) = a a Q) 


Theoreme et notation 1-3-19 : 

Soient (£,*) un ensemble muni d’une loi de composition interne * associative, / un 
ensemble fini non vide et (a ; ) z - e / une famille d’elements de E indexee par / qui 
commutent deux a deux (c’est a dire, ViJ e I : a, ★ a, = aj * a,). 

Si i\,...,i n sont des elements quelconques de / distincts deux a deuxji,.... ,j„ sont 
des elements quelconques de/distincts deux a deux et /= {i u 
alors : *l =] a ik = a jk qui est note * ze / a,. 

C’est a dire si /i,, i„ sont des elements quelconques de / distincts deux a deux et si 
/ ■{/ 1 ,...., i n }■ alors . *^i 

En particulier : 

- Si la loi * est notee multiplicativement, les elements de la famille (a,)/ e / commutent 
deux a deux (c’est a dire, V/j e / : ciicij = ajcn), i\,...,i n sont des elements 

n 

quelconques de /, distincts deux a deux et / = {A,alors : ]”[«/ = Y\ a h- 

El k= l 

- Si la loi * est notee additivement, les elements de la famille (a,) ze / commutent 
deux a deux (c’est a dire, V/j e I: a t + aj = a j+ ai), i\,...,i n sont des elements 

n 

quelconques de /, distincts deux a deux et I = {i\,....,i„} alors : = X a 4- 

El i 1 


Demonstration : 

Soient i\,...,i„ des elements quelconques de / distincts deux a deux et ,j„ des 
elements quelconques de /distincts deux a deux tets que / = {i\,...,i n } = {j\,...,j n }. 
D’apres le lemme 1-3-18, il existe un permutation a de I’ensemble {1telle que 

'tfk — 1 ,...., n . jk — i<y{k)- 

Pour tout entier naturel k = 1 n, posonsxi = a ik . 

D’apres le theoreme 1-3-17 on a alors : 

*b= l = *" k = i x k = *1= 1 x Ek) = *1= 1 a W) = *|=l a E- 
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Theoreme et notation 1-3-20 : 

Soient (£,*) un ensemble muni d’une loi de composition interne * associative, et^ un 
ensemble fini non vide dont les elements commutent deux a deux (c’est a dire: 

\/a,b e A : a ★ b = b * a). 

Si sontdes elements quelconques de^ distincts deux a deux, b\,...,b n sont 

des elements quelconques de,4 distincts deux a deux eM = {a\,...,a n } = {b\,...,b„}, 
alors : *? =1 a, = *^ =1 b, qui est note * ae j a. 

C’est a dire si a u ... ,a„ sont des elements quelconques de A distincts deux a deux et si 
A = {a\, _ ,a n } alors : * ae j a = *1 = \ «/■ 

En particulier: 

- Si la loi ★ est notee multiplicativement, a\,...,a„ sont des elements quelconques 

n 

de.4 distincts deux a deux et^ = alors : n a i = i\ a i- 

aeA i= 1 

- Si la loi * est notee additivement, a\,...,a n sont des elements quelconques de A 

n 

distincts deux a deux et,4 = alors : 

zg / i= 1 


Demonstration : 

Soient a\,...,a„ des elements quelconques de.4 distincts deux a deux et b\,...,b n des 
elements quelconques de A distincts deux a deux tets que 

A = = {b\, . ,b„}. 

D’apres le lemme 1-3-18, il existe un permutation a de I’ensemble {1telle que : 
Vz' = : b{ = a a{i) 

D’apres le theoreme 1-3-17 on a alors : 

*/=! a i = */= 1 a o{i) = *f = 1 bj. 


Corollaire 1-3-21 : 

Soient E etFdeux ensembles munis repctivement des lois de composition internes * 
et rassociates, / un ensemble fini non vide et une famille d’elements deii 

indexee par / qui commutent deux a deux (c’est a dire, Vz',/ e / : a t ★ aj = aj * ai). 

Si/est un homomorphisme de (£,*) vers (F,T) alors, les elements de la famille 

(J(ai)); ef commutent deux a deux (c’est a dire, Vzj e / : f{ai)Tf{aj) = f[aj)Tf{ai)) 
et on a :/>z'e/««) = T ieI Acn)- 

En particulier : 

- Si les lois * et Tsont notees multiplicativement alors, les elements de la famille 

(f(ai)); eI commutent deux a deux (c’est a dire, Vzj e I ■. f{a i )f{a j ) = ./(«,)/(«,)) 

eton a :/]!««•) = 

Kiel J iel 

- Si les lois ★ et Tsont notees additivement alors, les elements de la famille 


( f[ai)) ie i commutent deux a deux (c’est a dire, Vzj e I :/(<*,■) +A“j) = A<*j) +/(«/)) 


et on a 



TMt)- 

iel 
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- Si la loi ★ est notee multiplicativement et la loi Test notee additivement alors, les 
elements de la famille (/(«,) ), G / commutent deux a deux (c’est a dire, \fij e / : 


Mi) +Mi) =M) +/(«.•)) et on a : 



iel 


- Si la loi * est notee additivement et la loi Test notee multiplicativement alors, les 
elements de la famille ( A a i))iei commutent deux a deux (c’est a dire, V/J e / : 


A a i)A a j) = A a j)A a i)) et on a : 



T\Aai)- 

iel 


Demonstration : 

Soit/un homomorphisme de (£,*) vers (F, T). 

• ViJ e I : Aai)Tf{cij) = Aa, * a/) = f[aj * a,-) =y(a y )7/(a ; ). 

Done les elements de la famille (f( a i))iei commutent deux a deux. 

• Soient i\i n les elements de / distincts deux a deux. 

Puique / = {i u ....,i n } et puisque les elements de la famille commutent deux 

a deux alors (d’pres la notation 1-3-19), + ie j a, = + n k=] a ik . 

Puique / = {i u ....,i n } et puisque les elements de la famille (/(<?;) )/ e / commutent 
deux a deux alors (d’pres la notation 1-3-19), T ie{ f{ai) = T k=] f[a ik ). 

Par suite on a =/(*£=! a O = T " k=\Aa ik ) = T ieI Aai)- 


Corollaire 1-3-22 : 

Soient E et F deux ensembles munis repetivement des lois de composition internes * 
et rassociates, et A un ensemble fini non vide dont les elements commutent deux a 
deux (c’est a dire: \/a,b e A : a * b = b * a). 

Si/est un homomorphisme de (£,★) vers (F,T) alors, les elements de l’ensemble/(^) 
commutent deux a deux (c’est a dire, \/a,b e A : f{a)Tf{b) = f(b)Tf{a)) et on a : 

A* aeA a ) = ^aeAA a )- 

En particulier : 

- Si les lois * et Tsont notees multiplicativement alors, les elements de I’ensemble 
f{A ) commutent deux a deux (c’est a dire, Va,b g A :./(«)/(6) = Ab)A“)) et on a : 

A n a ) = Y\Aa)- 

\aeA J aeA 

- Si les lois * et Tsont notees additivement alors, les elements de l’ensemble/(,4) 
commutent deux a deux (c’est a dire, Va,b e A : A a ) +A b ) =A b ) +A a )) et on a : 

A E fl ]= Z/fa)- 

\aeA J aeA 

- Si la loi * est notee multiplicativement et la loi Test notee additivement alors, les 
elements de l’ensemble/(^) commutent deux a deux (c’est a dire, Va,b e A : 

m+Ab) =Ab)+Aa))e ton a: / f[ “) = E/W- 

\aeA J aeA 

- Si la loi ★ est notee additivement et la loi Test notee multiplicativement alors, les 
elements de l’ensemble/(^) commutent deux a deux (c’est a dire, \/a,b e A : 


Aa)Ab) =Ab)A a )) et on a :./ E « = El Aa). 

\aeA J aeA 
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Demonstration : 

Soit/un homomorphisme de (is,*) vers (F, T). 

• \/a,b e A : f{a)Tf{b) =f(a*b) = Ab*a) = //)7/a). 

Done les elements de l’ensemble/>1) commutent deux a deux. 

• Soient a\,....,a„ les elements de A distincts deux a deux. 

Puique A = {a u ....,a n } et puisque les elements de l’ensemble/>1) commutent 
deux a deux alors (d’pres la notation 1-3-20), + aeA a = *j? =1 a,-. 

Puique A = {a\,....,a n } et puisque les elements de la famille (J{a)) ae A commutent 
deux a deux alors (d’pres la notation 1-3-19), T aGA f( a ') = T- =l Aai)- 
Par suite on a \f(* aeA a) = f(*i=l a,-) = T? =l Aad = T aeA Aa). 


Corollaire 1-3-23 : 

Soient E et Fdeux ensembles munis repetivement des lois de composition internes * 
et 7associates, A un ensemble fini non vide dont les elements commutent deux a 
deux (e’est a dire: \/a,b e A : a * b = b * a) et/un homomorphisme de (is,*) vers 
(AT). 

Si la restriction de/a A est injective (en particulier si/est injectif), alors : 


A*aeA a ) = T bef(A)b- 

En particulier: 

- Si les lois * et T sont notees multiplicativement et si la restriction de/a A est 


injective (en particulier si/est injectif), alors : /j Y\ a 

\aeA , 


n b. 

be/(A) 

- Si les lois * et Tsont notees additivement et si la restriction de/a A est injective 


(en particulier si/est injectif), alors : 


X a 

<Cl^A y 


= X b. 

bef(A) 

- Si la loi * est notee multiplicativement, la loi Test notee additivement et la restriction 


de/a A est injective (en particulier si/est injectif), alors : 


n a 

y 


X b. 

bef(A) 

- Si la loi * est notee additivement et la loi Test notee multiplicativement et la 
restriction de/a A est injective (en particulier si/est injectif), alors : 


X a 

^aeA y 


= n b. 

b¥A) 


Demonstration : 

Supposons que la restriction de/a A est injective. 

Soient a \,.... ,a„ les elements de A distincts deux a deux. 

Puique^ = {a\,....,a n } et puisque la restriction de/a^ est injective alors, 

Aa i), . ,A a n) sont distincts deux a deux et y/4) = {/(ai),. ,A a A}- 

On a done : 

A*a&A a ) = /(*"=] «/) (d’apres la notation 1-3-20) 

= T'UAat) 

= T be j^b. (d’apres la notation 1-3-5, car A^) = {A a i), . ,A a »)})- 
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2 - Groupes : 

2-1-Generalites : 


Definition 2-1-1 : 

Soit (G, *) un ensemble muni d’une loi de composition interne. On dit que (G,*) est 
un groupe ou G est groupe pour la loi ★ ou G est groupe si : 

i) la loi * est associative, c’est a dire si on a : 

\/x,y,z e G : (x ★ y) ★ z = x ★ (y ★ z) 

ii) G admet un element neutre e pour la loi ★, c’est a dire si : 

Be g G tq : \/x £ G : x * e = e * x = x. 

iii) tout element de G admet un symetrique pour la loi ★, c’est a dire si : 

Vx e G : Bx' e G tq : x ★ x' = x' * x = e. 

Dans ce cas : 

- Si la loi * est abelien on dit que le groupe est abelien ou commutatif. 

- Si la loi * est notee multiplicativement on dit que le groupe est multiplicatif. 

- Si la loi * est notee additivement on dit que le groupe est additif. 

- Si G est fini on dit que le groupe est d’ordre fini et dans ce le cardinale |G| est 
appele I’ordre de G. 

- Si Xest une partie de G, I’ensemble des symetriques des elements de Xest note X. 

- Si G est multiplicatif et si Xest une partie de G, I’ensemble des inverses des 
elements de X est note X -1 . 

C’est a dire si G est multiplicatif et si X est une partie de G, X -1 = {x~ ! ^:xel}. 

- Si G est additif et si Xest une partie de G, I’ensemble des opposes des elements de 
X est note -X 

C’est a dire si G est additif et si X est une partie de G, -X = {-x tq : x e X}. 

- Si G est infini on dit que le groupe est d’ordre infini. 

- Les groupes sont en generates multiplicatifs . 

- Les groupes abeliens sont par fois additifs. 


Exemple 2-1-2 : 

* (N,+),(N, '),(Z, •), (Q, •),(]&, •),((□,•) ne sont pas des groupes. 


sont des groupes abeliens. 

* Soit ii un ensemble quelconque. 

- (V(E),U) et (V(E), n) ne sont pas des groupes. 

- (V(E), A) est un groupe abelien. 

- (S(E), °) est un groupe appele le groue symetrique de E qui est: 

• abelien si E = 0 ou E contient un seul element ou 2 elements. 

• non abelien si E contient au mois 3 elements. 

S(E) etant I’ensemble des permutations de E. 

* Si G est un groupe alors V(G) n’est pas un groupe pour la loi induite. 

* Si G et H sont deux groupes alors G x H est un groupe. 


* Si Gi, Gi, 


, G„ sont des groupes alors Y\ G i 


i= 


G 1 X Gl X . xG n 


est un groupe. 
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* Si G est un groupe alors pour tout entier naturel non nul n, G n est un groupe. 

En particulier : pour tout entier naturel non nul n, (Z n ,+) est un groupe abelien. 

* Si G est un groupe et si E est un ensemble quelconque alors : G E est un groupe. 


Proprietes 2-1-3 : 

Soit G un groupe. 

1) Tous les elements de G sont reguliers pour la loi de G. 

2) 0 n’est pas symetrisable pour la loi induite de G a V{G). 

3) V{G) n’est un groupe pour la loi induite de G a V(G). 

4) Si Xest une partie de G alors Xest symetrisable pour la loi induite de G a V{G) si 
seulement six est un singleton. 

5) Si Xest une partie de G alors (X)' = X En particulier: 

- si G est un groupe multiplicatif alors : (X -1 ) 1 = X. 

- si G est un groupe additif alors : -(-X) = X. 

6) Si Xet Y sont des parties de G et si la loi G est note ★ alors (X* Y)' = Y' * X 1 . 

En particulier: 

- si G est un groupe multiplicatif alors : (XT)” 1 = Y~ l X~K 

- si G est un groupe additif alors : -(X+ Y) = -Y-X. 

7) Si G est un groupe multiplicatif alors pour tout element a de G I’application 
suivante : 

/: Z —G 

n i—> / ( n ) = a n 

est un homomorphisme de (Z,+) vers (G, •)■ 

8) Si G est un groupe additif alors pour tout element a e G (’application suivante : 

/:Z-G 

n i—> / ( n ) = na 

est un homomorphisme de (Z,+) vers (G,+). 

9) Soient/Zun autre groupe,/un homomorphisme de G.vers/Z 

Si e est I’element neutre de G et si s est I’eiement neutre de H alors : 

a) f( e ) = s c’est a dire : e e ker f. 

b) Si a est un element de G, a est le symetrique de a et/(a)' est le symetrique 
de f{a) alors ://') = f(a)’. 

c) /est injectif si seulement si ker/ = { e} 

10) Soient7/un autre groupe,/un homomorphisme de G.vers//etaeGun element 
quelconque de G. 

a) Si G et //sont multiplicatifs alors : Vn e Z : /( a" ) = / (a)”. 

b) Si Get//sont additifs alors : Vn e Z : f(na ) = nf(a). 

c) Si G est multiplicatif et si He st additif alors : Vn e Z : /(a ,! ) = nf{a). 

d) Si G est additif et si H est multiplicatif alors : Mn e Z : / {na) = f{a) n . 


Demonstration : 

1) Soient * la loi composition interne du groupe G et e i’element neutre de G pour la 
loi ★. 

Soit a un element quelconque de G et a 1 son symetrique. 
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Vx,y g G : 

a k x = a ★ y => a' ★ (a ★ x) = a' ★ (a ky) => (a' * a) *x = (a' ★ a) *y 
=> e *x = eky 
=> x =y. 

x-k a = y ★ a => (x ★ a) ★ a' = (y ★ a) ★ a' => x * (a ★ a') = y * (a * a') 
=>x*e=y*e 
=> x =y. 

Done a est un element regulier de G. 

Ce qui montre que tous les elements de G sont reguliers pour la loi de G. 

2) Soient ★ la loi composition interne du groupe G et e i’element neutre de G pour la 
loi ★. 

Puisque 0 est absorbant alors : VX e V(G) : 0 *X = 0 ± { e}. 

Done 0 n’est pas symetrisable pour la loi induite de G a V(G). 

3) Puisque 0 est un element de V(G) qui n’est pas symetrisable alors V(G) n’est un 
groupe pour la loi induite de G a V(G). 

4) Soient * la loi composition interne du groupe G, e I’eiement neutre de G pour la 
loi * etXune partie de G. 

=>) Si X est symetrisable : 

Soit Fie symetrique deX. 

X* Y= {e} * 0 => [X^ 0 et Y ± 0], 

Soient a un element de Xet b un element de Y. 
a-kb£X*Y={e}^>a-kb = e. Done b est symetrique de a. 
VxgX:x*£>gX*F = { e } =>x*Z? = e = a*6=>x = a. 

Ce qui montre que X = {a} est un singleton. 

) Si X est un singleton : 

Soient a I’element de Xet a' son symetrique. 

{ X-k {a'} = {a} k {a 1 } = {aka 1 } = { e } 

{a'} k X = {a 1 } k {a} = { a 1 ★ a} = { e} 

DoncXest symetrisable pour la loi induite de G a V(G) et son symetrique 
est egal a {a 1 }. 

5) Soient ★ la loi composition interne du groupe G, e I’element neutre de G pour la 
loi k etXune partie de G. 
c ) Soitx un element quelconque de (X)'. 

Alors il existe un element x' de X' tel que x soit le symetrique de x'. 

Puisque x' est un element de X alors il existe un element x" de Xtel que x' 
soit le symetrique de x". 

Puisque x est le symetrique de x' et x' soit le symetrique de x" alors : 

X = x" G X. 

Done : (X)' c.(X')'. 

3 ) Soient x un element quelconque de X et x' son symetrique. 

Alors x' g X. 

Puisque x est le symetrique de x' g X alors x g (X)'. 

Done : X cl 

Ce qui montre que (X)' =.(X)'. 

En particulier: 

- si G est un groupe multiplicatif alors : (X -1 ) _1 = X. 

- si G est un groupe additif alors : -(-X) = X. 
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6) Soient Xet Y deux parties de G et ★ la loi G. 
c ) Soit x un element quelconque de (X* Y)'. 

Alors il existe un element udeX* 7tel quex soit le symetrique de u. 
u £ X* Y => [3a g X et 3b £ Y tq : u = a + 6 ]. 

Soient a 1 le symetrique de a et b' le symetrique de b. 

Puisque x est le symetrique de u = a + b alors : x = b' * a' g Y' * X 1 
Done : (X* Y)' c Y' -kX 1 
3 ) Soient x un element quelconque de Y' * X 

Alors il existe un element v de Y et un element u de X' tel que x = v * u. 
Puisque u g X et puisque vef alors il existe un element a de Xet un 
element b de Y tel que u soit le symetrique de a et v soit le symetrique de b. 
Doncx = v * u est le symetrique de a ★ b g X* Y. Par suite x e (X* Y)' 

On a alors :y'*Xc(X* Y)'. 

Ce qui montre que (X* Y)' = Y' *X 
En particulier: 

- si G est un groupe multiplicatif alors : (XF) -1 = Y~ l X~ x . 

- si G est un groupe additif alors : -(X+ Y) = -Y-X. 

7) Supposons que G est un groupe multiplicatif. 

Soient a un element quelconque de G et/(’application suivante : 

/:Z-G 

n i—> f(n) = a' 1 . 

\/n,m e Z : /(/? + m) = a n+m = a n a m = /(/? )f{m). 

Done/est un homomorphisme de (Z,+) vers ( G , •)■ 

8) Supposons que G est un groupe additif. 

Soient a un element quelconque de G et/(’application suivante : 

/: Z —» G 

n I—> J[n) = na. 

\/n,m £ Z : f{n + m ) = (n + m)a — na + ma = f{n ) 

Done/est un homomorphisme de (Z,+) vers (G,+). 

9) Soient e I’element neutre de G, e I’element neutre de H, * la loi du groupe G et T 
la loi du groupe H. 

a )f{e)Tf{e) =f{e*e) =f{e) =f{e)Ts. 

D’apres 1 ),f(e) est un element regulier de H. Done/(<?) = s. 

Ce qui montre que : e g ker/ 

b) Soient a un element de G, a' le symetrique de a et/(a)' le symetrique de/(a). 

Aa)TAa') = fia * a') = fie) = £ =Aa)Tf{a)' =/(«)'■ 

c) =>) Si f est injectif : 

e £ ker/ => { e } c ker/ 

Va g ker/ : A a ) = £ =/(e) ^ a = e £ { e}. Done : ker/ c { e}. 

Ce qui montre que ker/ = {e} 

) Si kerf ={e} : 

Soient a et b deux elements quelconques de G tels que/» = f{b). 
Posons b' le symetrique de b,f(b)' le symetrique de/ (b) et/(a)' 
le symetrique de/(a). 

/>*//) =Aa)Tf(b') =Aa)W >)' =Aa)TAa)' = s ^ a * b' £ ker /= {e>. 

Done : 

a + b'= e=> {a-kb')-kb = e-kb^a*{b'*b) = b^a*e = b=>a = b. 

Ce qui montre que/est injectif. 
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10) a) Supposons que Get/Zsont multiplicatifs.et soitn un entier relatif quelconque. 

- Si n > 0 : 

D’apres la propriete 1-3-9) b ),f(a n ) = f(a) n . 

- Si n = 0 : 

Soient e I’element neutre de G et e I’element neutre de H. 

/(«") = /(«°) =Ke) = s =Aa)° =/(«)". 

- Si n -< 0 : 

Aa") = f((a-'y") =f(a-'y " = =/(«)”. 

b) Supposons que G et H sont additifs.et soit n un entier relatif quelconque. 

- Si n > 0 : 

D’apres la propriete 1-3-9) c),f(na) = nf(a). 

- Si n = 0 : 

f(a n ) =/(0a) =y(0 g) = 0/f = Q/(a) = «/'(«)■ 

- Si n -< 0 : 

f(na ) =/((-«)(-«)) = (-«)/(-a) = (-«)[-y(a)] = n/(a). 

c) Supposons que G est multiplicatif et // est additif. 

Soit n un entier relatif quelconque. 

- Si n > 0 : 

D’apres la propriete 1-3-9) d),/(a") = nf\a). 

- Si n = 0 : 

Soient e I’element neutre de G. 

f(a ”) =A“°) =Ae) = 0 „ = 0 i\a) = nf(a). 

- Si n -< 0 : 

f(a") = /((a” 1 )-") = {~n)f (a -1 ) = (-»)[-y(fl)] - »/(«). 

d) Supposons que G est additif et H est multiplicatif. 

Soit« un entier relatif quelconque. 

- Si n > 0 : 

D’apres la propriete 1-3-9) d ),f(na) = f(a) n . 

- Si n = 0 : 

Soient e I’element neutre de H. 

find) =A0a) =A0 g ) = s =/a) 0 =/(a)". 

- Si n -< 0 : 

Ana) =A(~n)(~a)) =f(-a )"” = (/W -1 )'" =/(«)"■ 


2-2 - Sous-groupes : 

Definition 2-2-1 : 

Soenit G un groupe et H une partie de G. 

On dit que H est un sous-groupe de G et on note H est un s.g de G si on a les deux 
proprietes suivantes : 

i) //est stable pour la loi de G. 

ii) H est un groupe pour la restriction de la loi de G a H. 
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Remarque 2-2-2 : 

Soient G un groupe et H une partie de G. 

1) Si H est un sous-groupe de G alors : 

a) H et G contiennent le meme element neutre. 

b) Le symetrique d’un element quelconque x de H dans H est egal au symetrique 
de x dans G. 

2) Si H ne contient pas I’element neutre de G alors H n’est pas un sous-groupe 
de G. 

Demonstration : 

Notons par * la loi de G et par e i’element neutre de G. 

1) a) Soit e' I’element neutre de H. 

e' * e' = e' = e' * e => e' = e (car e' est regulier). 

Done H et G contiennent le meme element neutre. 
b) Soient x un element quelconque de H, x 1 son symetrique dans G et x" son 
symetrique dans H. 

x" = x" ★ e = x" ★ (x ★ x') = (x" * x) *x' = e ★ x' = x'. 

Done le symetrique d’un element quelconque x de H dans H est egal au 
symetrique de x dans G. 

2) Si H ne contient pas I’element neutre de G alors (d’apres 1) a ))H n’est pas un 
sous-groupe de G. 


Proprietes caracteristiques 2-2-3 : 

Soenit (G, *) un groupe, e I’element neutre de G et H une partie. 

1) Pour que H soit un sous-groupe de G il taut et il suffi qu’on a les trois proprietes 
suivants : 

\)H± 0 

ii) H est stable pour la loi de G (e’es a dire : Vx,y e H : x *y e H) 

iii) Vx e H : x' e H (ou x est le symetrique de x dans G). 

2) Pour que H soit un sous-groupe de G il taut et il suffi qu’on a les deux proprietes 
suivants : 

\)H± 0 

ii) Vx,y e H : x * y' e H (ou / est le symetrique de y dans G). 

Demonstration : 

1) =>) Si H est un sous-groupe de G : 

• eeH^H±&. Done la propriety i) est verifiee. 

• Puisque i/est un sous-groupe de G alors H esi stable pour la loi de G. 
Done la propriety ii) est verifiee. 

• Soient x un element quelconque de H. 

Puisque H est un groupe (car H est un sous-groupe de G) alors x est 
symetrisable dans H. 
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Soit x 1 le symetrique de x dans G. 

D’apres la remarque 2-2-2-1) b), x' est aussi le symetrique dex dans H. 

Ce qui montre que x 1 g H. 

Done la propriety iii) est verifiee. 

<= ) Si les trois proprietes i), ii) et iii) sont verifiees : 

• D’apres ii) //est stable pour la loi de G. 

• Vx,y,z g H : x,y,z g G=> {x* y) * z = x(*y ★ z). 

Done la restriction de la loi de G a //est associative. 

• Soient a un element de H (a existe d’apres i)) et a' son symetrique dans G. 
D’apres iii), a' g H. Par suite (d’apres ii)), e = a * a 1 e H. 

Pour tout element xde//,onax*e = e*x=x. 

Done e est I’element neutre de H. 

• Soient x un element quelconque de H et x' son symetrique dans G. 

D’apres iii), x' g H. et on a : x * x' = x' * x = e. 

Done x' est le symetrique de x dans H. 

Ce qui montre que //est un sous-groupe de G. 

2) =>) Si H est un sous-groupe de G : 

• D’apres 1) i), e e H => H ± 0. Done la propriety 2) i) est verifiee. 

• Soient x et y deux elements quelconques de H, et soit/ le symetrique de y 
dans G. 

D’apres 1) iii)/ g H. 

D’apres 1) ii )x ★/ g H. 

Done la propriety 2) i) est verifiee. 

<= ) Si les deux proprietes i) et ii) sont verifiees : 

• D’apres 1) i), la propriety 2) i) est verifiee. 

• Soient a un element de H (a existe d’apres 2) i)) et a' son symetrique dans G. 
D’apres 2) ii), e = a * a 1 e H. (car a,a e H). 

• Soient x un element quelconque de/Zetx' son symetrique dans G. 
e,x g H => x 1 = e * x' e H (d’apres 2) ii)). 

Done la propriety 1) iii) est verifiee. 

• Soient x et y deux elements quelconques de H, et soit / le symetrique de y 
dans G. 

D’apres la propriety suivantes/ g H. 

Puisque x,/ g H alors (d’apres 2) ii)), x * y g H. 

Done //est stable pour la loi de G. Par suite la propriety 2) ii) est verifiee. 
Puisque les proprietes i), ii) et iii) de 1) sont verifiees, alors//est un 
sous-groupe de G. 


Exemples et proprietes 2-2-4 : 

Soient G un groupe et e son element neutre. 

1) G et {e} sont des sous-groupes de G appeles les sous-groupes triviaux de G. 

2) Si H et K sont des sous-groupes de G alors H n K est un sous-groupe de G. 

3) Si E est un ensemble non vide de sous-groupes de G alors (’intersection des 
elements de G est un sous-groupe de G. 

C’est a dire si E est un ensemble non vide de sous-groupes de G alors /| H 

I EE 

est un sous-groupe de G. 
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4) Si I e st un ensemble non vide et si ( H,) ieI est une famille de sous-groupes de G 

indexee par/alors f] Hi est un sous-groupe de G. 

HI 

5) Soient G' un autre groupe et/un homomorphisme de G vers G'. 

a) Si H est un sous-groupe de G alors/( H ) est un sous-groupe de G'. 

b) Si K est un sous-groupe de G 1 alors f~\K) est un sous-groupe de G. 

c) ker/ est un sous-groupe de G. 

6) Si G est multiplicatif alors : 

a) Va e G : { a k tq : k e Z}• est un sous-groupe de G. 

b) Si He st un sous-groupe de G alors pour tout element a de H : 

{a k tq : k e Z y a H. 

7) Si G est additif alors : 

a) Vd e G := {ka tq : k e Z} est un sous-groupe de G. 

b) Si He st un sous-groupe de G alors pour tout element a de H : 

■{ka tq : k e Z} cz H. 

8) {1,-1} est un sous-groupe des groupes multiplicatifs Q*, R* et C*. 

7) Va £ Z : flZ = Za = {ka tq : k e Z} est un sous-groupe de (Z,+). 

8) Les sous-groupes de (Z,+) sont les parties de Z de la forme nZ telle que n e N. 


Demonstration : 

1) Soit * la loi de G. 

• Puisque (G,*) est un groupe alors G est un sous-groupes de lui meme. 

• e e { e} => {e} ± 0. 

e { e} : x=y = e=>x*y = e*e = ee { e}. 

Soient a- un element quelconque de { e} etx' son symetrique dans G. 
x g { e } =>x = e^>x'=ee { e}. 

Done { e} est un sous-groupe de G. 

2) Soit * la loi de G. 

Supposons que H et K sont des sous-groupes de G. 

• Alors \[e eH e t eeK]=>eeHnK^HnK±0. 

• Soient x et y deux elements quelconques de H n K, et soit / le symetrique de y 
dans G. 

x,y g HC\K => [x,_y g H et x,y e K~\ => [x ★y' g H et x ★y' g AT] 
x ★y' e Hr\K. 

Done 7/n A: est un sous-groupe de G. 

3) Soient ★ la loi de G et E un ensemble non vide de sous-groupes de G. 

• Puisque e appartient a tous les elements de E alors e appartient a p| H. 

HeE 

Done : P| H ± 0. 

I HE 

• Soient x et y deux elements quelconques de |~| H, et soity' le symetrique dey 

l HE 

dans G. 

x,y g f| H => [Vi/ e E \ x,y e H] [\/H g E : x * y' g H] => x ★ y' g f| H. 
HeE ' ' ' I HE 

Done P| H est un sous-groupe de G. 

I HE 
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4) Soient * la loi de G, I e st un ensemble non vide et ( H,) ieI une famille de 
sous-groupes de G indexee par I. 

• e e f] Hi (car on a : V/ e I: e e //,). Done : p| // * 0. 

iel iel 

• Soient x et v deux elements quelconques de p| H u et soit / le symetrique dey 

iel 

dans G. 

x,y g P| Hi => [V/ g / : x,y g Hi] => [V/ g / : x*y' g Hi] => x ★ y 1 g p|//, : . 
iel iel 

Done f]Hi est un sous-groupe de G. 

iel 

5) Soient * la loi de G et ★' la loi de G'. 

a) Soit/Zun sous-groupe de G. 

• H± 0 =^> /(//) * 0 . 

• Soient x et v deux elements quelconques de/(//), et soit / le symetrique dey 
dans G'. 

x,y g / (H) => 3a, b e H tq : x = f (a) et y = f (b). 

Soit b' le symetrique de b dans G. 

Puisque i/est un sous-groupe de G et puisque a,b e H alors a * b' g H. 

Done :x*'/ =f[a)^f{b)' =f[a)*'f{b') =Aa*b') ef(H). 

Ce qui montre que/( H ) est un sous-groupe de G'. 

b) Soient K est un sous-groupe de G' et e' I’element neutre de G'. 

. f{e) — e' e K => e ef~\K) ^ f~\K) * 0. 

• Soient a et b deux elements quelconques de f~ l (K), et soit b' le symetrique de 
b dans G. 

a,bef~\K) => Aa),Ab) g 

Puisque b' est le symetrique de b dans G alors/ ( b ') est le symetrique de /(6) 
dans G'. Done//') g a: (car K est un sous-groupe de G'). 

Par suite :// * b ') =./(a) ★'/(&') =./(a) *'/(&)' e K a * b' 

Ce qui montre que/ -1 ^) est un sous-groupe de G. 

c) Soit e' I’element neutre de G'. 

Puisque {/} est un sous-groupe de G' alors ker/ = / _1 ({e'}) est un sous-groupe 
de G. 

6 ) Supposons que G est multiplicatif. 

a) Soit a un elements quelconques de G. 

Puisque I’application suivante : /: Z —»• G 

k i—> / (k) = a k 

est un homomorphisme de Z vers G alors : 

<(V' tq \ k e Z} = /(Z) est un sous-groupe de G. 

b) Soient H un sous-groupe de G et a un element quelconque de H. 

Puisque H est un sous-groupe de (G,.) alors ( H est un groupe. 

Done { a k tq : k g Z} c= //.(car a est un element de //). 

7) Supposons que G est additif. 

a) Soit a un elements quelconques de G. 

Puisque I’application suivante : /: Z —► G 

k >—>■ f (k) = ka 

est un homomorphisme de Z vers G alors : 

<(/a tq : k gZ} =/ (Z) est un sous-groupe de G. 
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b) Soient H un sous-groupe de G et a un element quelconque de H. 
Puisque//est un sous-groupe de (G,+) alors (//,+) est un groupe. 
Done {ka tq : k e zy a H .(car a est un element de H). 

8) • {1,-1} * 0 (car 1 e {1,-1}). 

• \/x,y g {1,-1} : 

- Si x = 1 : xy = ly = y g {1,-1}. 

- Si y = 1 : xy = x\ = x g {1,-1}. 

-Six^lety^l: alors : x = y = -1 => xy = (-1)(-1) = 1 g {1,-1}. 

• 1 _1 = 1 g {1,-1} (car 1 est I’element neutre). 

(-1K-1) = l => (-1)" 1 =-i s 

Done {1,-1} est un sous-groupe des groupes muitiplicatifs Q*, R* et C*. 


Notation 2-2-5 : 

Pour tout entier relatif n on note par nL, I’ensemble 77 Z = {nk tq : k g Z}. 

C’est a dire :V«g Z : nZ = {nk tq : k g Z}. 

Remarque 2-2-6 : 

1) Pour tout entier relatif n, nZ est un sous-groupe de (Z,+). 

VhgZ: nZ est un sous-groupe de (Z,+). 

2) Si He st un sous-groupe de (Z,+) alors pour tout ellement n de H, nZ est contenu 
dans H. 

C’est a dire si He st un sous-groupe de (Z,+) alors : Vn g H : nZ c H. 

3) Si //est un sous-groupe de (Z,+) alors pour tout ellement n de H, la valeur absolue 
de n appartient a H. 

C’est a dire si He st un sous-groupe de (Z,+) alors : V« g H : |n| g //. 

4) Pour tout entier relatif n, nZ = \n\Z. 

5) Si et m sont des entiers relatifs alors : 

i) nZ cz mZ m|«. 

ii) nZ = fflZ \n | = 1 777 1 <=> [77 = 777 077 77 = -777]. 

Demonstration : 

1) Soit 77 un entier relatif. 

D’apres la propriety 2-2-4-7) a), nZ = {nk tq : k g Z^.est unsous-groupe de (Z,+). 

2) Soient H un sous-groupe de (Z,+) et n ellement quelconque n de H. 

D’apres la propriety 2-2-4-7) b), nZ = {nk tq : k g zy a H. 

3) Soient H un sous-groupe de (Z,+) et n ellement quelconque n de H. 

- Si n est positif : alors |77 1 = 77 e H. 

- Si n est negatif : alors \n\ = -n e H. 

4) Soit 77 un entier relatif. 

- Si n est positif : alors |t7| = n. Done : nZ = \n\Z. 

- Si n est negatif : alors |«| = -n. 

• Puique nZ est un sous-groupe de (Z,+) et puisque 77 g nZ alors |t 7 | g nZ. 

Done : | 77 |Z.cz nZ. 

• Puique |t 7 |Z est un sous-groupe de (Z,+) et puisque n = — 177 | g |t7 |Z alors 

77Z.cz |t 7 |Z. 

Ce qui montre que nZ = \n\Z. 
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5) Soient n et m deux entiers relatifs. 

i) =>) Si nZ cz mZ : 

n = n 1 e nL cz mZ =^[3A: e Z tq : n — mk ] => m \n. 

<= ) Si m|n : 

Aiors : 31 e Z tq : n = mk. 

Va e 77Z : e Z tq : a = mi. Done : a = ( mk)u = m(ku ) e mZ. 

Par suite «Z cz mZ. 

Ce qui prouve que wZ cz m7L c=> m|w. 

ii) nZ = mZ [|«|Z = |m|Z] <=> [|«|Z cz |m|Z et |m|Z cz |tz|Z] [|m|||«| et |n|||m|] 

<=> |n| = |m| <=> [n = m ou n = -m]. 


Theoreme 2-2-7 : 

Les sous-groupes de (Z,+) sont les parties de Z de la forme nL telles que n e N. 


Demonstration : 

• Les parties de Z de la forme nTL telles que n e N sont tous des ous-groupes 

de (Z,+). 

• Soiti/un sous-groupe quelconque de (Z,+). 

- Si H = {0} : 

Aiors : H = {0} = 0Z et 0 e N. 

- Si H * {0} : 

Soit u element non nul de H. u ± 0 => \u\ > 0 => \u\ e N*. Aiors : \u\ e H n N*. 
Par suite Hr l N* est une partie non vide de N*. 

Soit n le plus petit element de Hn N*. 

★ n g H fi N* cz H => nL cz H. 

a = nq + r 

* Soit a element quelconque de H. II existe q,r e Z tels que : 

0 < r < n 

n g H => nq e nL cz H. Aiors : r = a - nq e H. 

Supposons que r est non nul. Aiors : r e H fiN* c H => r > n. 

Ce qui est absurde. Done r est nul. Par suite a = nq + r = nq + 0 = nq e 77 Z. 
Ce qui montre que H = nL. 


2-3 - Classes modulo un sous-groupe : 

Definition et notations 2-3-1 : 

Soenit (G,*) un groupe eti/un sous-groupe de G. 

* Pour tout element a tie G, a * H = {a * h tq : h e H~y est appele la classe a gauche 
de a modulo H ou la classe a gauche de a. 

* Pour tout element a tie G, H * a = {Ji * a tq : h e H~y est appele la classe a droite 
de a modulo H la classe a droite de a. 

* Si G est abelien aiors pour tout element a tie G, a * H = H * a esi appele la classe de 
classe de a modulo H ou la classe de a et note aussi.: (a) H ou a. 

* G / H = {a*H tq : a e Gy cz V{G) est I’ensemble des classes a gauche des 
elements de G modulo H. 
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* G / H = {H* a tq : a e Gy a V{G) est I’ensemble des classes a droite des 
elements de G modulo H. 

* Si G / H est fini, on dit que H est d’indice fini dans G. 

* Si He st d’indice fini dans G, le cardinal de G / He st appele I’indice de //dans G et 
note [G : H]. 

C’est a si H est d’indice fini dans G, [G \ H] = \G / H\. 

* Si G / //est infini, on dit que H est d’indice infini dans G. 

* Si G est abelien : G/H =G/H=G/H= {f a) H tq : a e G} = {a tq : a e G} 

est I’ensemble des classes de a modulo Hou I’ensemble des classes de a. 

* Si Gest abelien, I’application suivante :p : G —> G/H 

a i—> p(a) = ( a) H 

qui est surjective est appelee la surjection canonique de G vers G/H. 

Exemples 2-3-2 : 

Soit n un entier natrel. 

Pour tout entier relatif k, k + nZ est appele la classe de k modulo n ou la classe de Z, et 
note Z (modulo n) ou Z. 

Soient a et b deux entier relatifs. Si a + nZ = b + nZ on dit que a congru a b modulo n et 
on note : a = b ( modulo n') ou a = b. 

1) Z / nZ — Z / nZ - Z/nZ. 

2) \/a,b e Z : a = b (modulo n') <=> a - b e nZ. 

3) Si n = 0. 

a) VZ e Z : k (modulo 0) = {/}. 

b) Z/{0> = Z/OZ = {{Z> tq : he Z}. 

c) 0Z = {0} est d’indice infini dans Z. 

4) Si n = 1. 

a) VZ e Z : k (modulo l) = Z. 

b) Z/Z = Z/1Z = {Z>. 

c) 1Z = Z est d’indice fini dans Z et on a [Z : Z] = [Z : 1Z] = 1. 

5) Si n ± 0. 

a) 0 ,,n - 1 sont distincts deux a deux. 

b) Z/nZ = {0, ,n - 1}. 

c) nZ est d’indice fini dans Z et on a [Z : nZ\ = n. 

Demonstration : 

1) Puisque Z est un groupe abelien alors : Z / nZ = Z / nZ = Z/nZ. 

2) \/a,b e Z : a = b (modulo a + nZ = b + nZ <=> —b + (a + nZ ) = -b + (b + nZ) 

<=> (-Z + a) + nZ = (-b + b) + nZ = 0 + nZ — nZ 
(a - b) + nZ = nZ 
a - b e nZ. 

3) Supposons que n = 0. 

a) VZ e Z : Z (modulo 0) = Z + 0Z = Z + {0} = {Z}. 

b) Z/{0> = Z/0Z = (Z (modulo 0) tq : k e zy = <({Z} tq : k g zy. 

c) Pisque Z/{0} = <({Z} tq : Z e Z}- est un ensemble infini alors 0Z = {0} est 
d’indice infini dans Z. 
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4) Supposons que n = 1. 

a) Vk Z : k (modulo l) = k+lZ = k+Z = Z. 

b) Z/Z = Z/1Z = {k (modulo 0) tq : k g Z} = {Z>. 

c) Pisque Z/Z = Z/1Z = {Z} alors Z = 1Z est d’indice fini dans Z et on a 

[Z : Z] = [Z : 1Z] = 1. 

5) Supposons que n ± 0 et posons / = - 1}. 

a) Soient / et j deux elements quelconqes de / tels que : 

i >j => i-j > 0. /-j < i < n - 1 (car j > 0 et / e I). Done / -ye /. 

i =j => i= j (modulo => / — j e 77 Z => 3A: e Z tq : / - j = hi. 

Alors \kn = i-jeI=>0<kn<n- \ < n => 0 < k < 1 =>k=0=>i-j = 0 



=> 1 =./■ 

Done 0,1 sont distincts deux a deux. 

b) Soitx un element quelconque de Z/nZ. 

II existe un entier relatif k tel que x = k. k e Z => 3q,iG Z tq : 
0 <i<n=>iel. 

k = qn + i=>k-i = qn e nZ => & = / (modulo n) => x = k = i 
Done Z/«Z = - 1}. 

c) D’apres b) nZ est d’indice fini dans Z et on a : 

[Z : nZ ] = |Z/«Z| = |{0,_ ,n - 1}| = n. 


j k = qn + / 
I 0 < i < n 


{ 0 ,.. 


n - 1 


Proprietes 2-3-3 : 

Soenit (G,*) un groupe, e son element neutre et/Zun sous-groupe de G. 

1) H e (G / H) et e (G / H). 

2) \/a e H : a*H=H*a = H. 

3) Va g G : a * H = H ^ a g H. 

4) Va g G : H* a = H e* a g H. 

5) H = G G g (G / H) G g (G / H). 

6 )G / G=G / G = {G>. 

7) Si H= { e}. 

a )\/a g G \ a-k { e } = { e } * a = {a}. 

b ) G / {e} = G / {e> = {{a} tq : a e G}. 

c) G / {e} et G / {e} sont equipotents a G. 

d) { e} est d’indice fini dans G si et selement si G est d’ordre fini, et dans ce cas 

[G : {e}] = |G|. 

8 ) La relation R definie dans G par: 

\/a,b g G : aRb <=> a' * b e H (ou a est le symetrique de a). 
est une relation d’equivalence 

9 )G / H est la partition de G associee a la relation d’equivalence R suivante : 
\/a,b g G : aRb <=> a 1 * b g H (ou a' est le symetrique de a). 

10) MAgG / He t Va GG:A = a*H<^>aGA. 

11) La relation S definie dans G par: 

\/a,b g G : aSb b * a' g H (ou a' est le symetrique de a). 
est une relation d’equivalence. 
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12) G /He st la partition de G associee a la relation d’equivalence S suivante : 
\/a,b e G : aSb « b * a' e H (oil a' est le symetrique de a). 

13) VA eG / HetVa eG:A = H*a^aeA. 

14) Les elements de G / //et les elements de G / H sont tous equipotents a H. 

15) Si //est d’ordre fini alors : 

a) tous les elements de G / H sont finis et on a : \/A e G / H : |^| = \H\. 

b) tous les elements d e G / H sont finis et on a : \/A e G / H : |^| = |//|. 

16) Va e G : (a *//)' = H* a'. 

Ou (a * //)' est I’ensemble des symetriques elements de a * //et a' est le 
symetrique de a. 

17) Va e G : (H * a)' = a' * H. 

Ou (a * //)' est i’ensemble des symetriques elements d e H * a' et a' est le 
symetrique de a. 

18) Les deux ensembles G / HeiG / H sont equipotents. 

19) //est d’indice fini dans G si seulement si G / He st fini, et dans ce cas 

[G : H] = \G / H\. 


Demonstration : 

1 )H=e*He(G/H) et H=H* e e (G / H). 

2) Va e H : 

c) Vx e (a * H) \ 3h e H tq : x = a * h e H. Done : a * H a H. 
c ) Vx e (// ★ a) : 3/? e H tq : x = h ★ a e H. Done : H * a c: H. 

3 ) Soit a' le symetrique de a. 

x = a * x = (a * a') ★ x = a * (a' ★ x) e (a * //) 

Vx e H : < 

x = x * a = x * (a' * a) = (x * a') * a e (//* a) 

Alors : H cz a* H et H a H * a. 

Ce qui montre que \ a*H=H*a = H. 

3) Va e G : 

=> ) Si a * H = H : Alors :a = a*eea*H=H. Done a e H. 

<= ) Si a e H : Alors (d’apres 2)), a * H = H. 

Ce qui montre que :a*//=//<=>ae//. 

4) Va e G : 

=>) Si H * a = H : Alors :a = a*ae//*a=//. Done a e H. 

<= ) Si a e H : Alors (d’apres 2)), H * a = H. 

Ce qui montre que : //*a = //<=>ae//. 

5 )»H=G^G = He(G/H) et G = H e (G / H). 

• Si G e {G / H) : 

Alors il existe un element a de G tel que G = a * H. 

Done ! H — e ★ H = (a ? * a) * H = a' * (a * //) = a* G = G 
ou a' est le symetrique de a. 

• Si G e (G / //) : 

Alors il existe un element a de G tel que G = H * a. 

Done : H = H * e = H * (a * a') = (H ★ a) * a' = G * a' = G. 
ou a' est le symetrique de a. 

Par suite on a : G e (G / H) => H = G et G e (G / H) => H = G. 
Ce qui prouve que ://=G»G6(G/f/)oGe(G///). 
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6 ) . [G g G / G et G e G / G] => [{G> c G / G et {G} c G / G], 

• VieG/G:3fleG tq:A = a*G=Ge {G>. 

Alors :G/Gc {G>. 

• V/4 e G / G : 3 a e G tq\ A = G*a = Ge {G}. 

Alors :G y G a {G>. 

Ce qui montre que \ G/G = G/ G= {G>. 

7) Supposons H = {e}. 

a) Va e G : 

Vx e G : x e a ★ {e} c^>x = a*a = ae {a}. Done : a ★ {e} = {a}. 

Vx e G : x g {e} *at^>x = e*a = ae {a}. Done : {e} ★ a = {a}. 

Ce qui prouve que : a * {e} = {e} ★ a = {a}. 

b) G / {e} = /a ★ {e} tq : a e G} = -{{a} tq : a e G}. 

G {e} = {{e} * a tq : a e G} = -{{a} tq : a e Gy. 

Done : G {e> = G /■ {e> = {{a} tq : a e G}. 

c) Pisque (d’apres b)), G ,/ {e} = G /• {e} = {{a} tq : a g G} alors : 

G ,/ {e} et G /■ {e} sont equipotents a G. 

d) [{e} est d’indice fini dans G] <=> [G ,/ {e} est fini] 

<=> [G est d’ordre fini ] (car G ,/ { e } est equipotent a G). 
Dans ce cas : [G : {e}] = |G| (car G ,/ { e } est equipotent a G). 

8 ) • VaeG:a l *a = eei/=> ai?a. Done i? est reflexive. 

• \/a,b e G : aRb => a' * b g 7/ (ou a' est le symetrique de a) 

=> (a' * 6)' e H (ou (a' * 6)' est le symetrique de a' * 6) 
=> b' * 6 e H (ou b' est le symetrique de b) 

=> bRa. 

Done R est symetrique. 

• \/a,b,c e G : 

ai?6 J a' * b e H(ou a' est le symetrique de a) 

Me 1 b 1 * c g H(ou b' est le symetrique de b) 

(a 1 * b) * (b 1 * c) e H => a' * (b * b') * c £ H => a' * e * c £ H 
=> a' * c g H. 


Done i? est transitive. 

Ce qui montre que i? est une relation d’equivalence dans G 

9) VA g G y H : 3a g G tq : A = a * H 
Vx e G : 

xGA = a*H<^> [3 h £ H tq : x = a ★ /z ] 

<=> [3/? g H tq : a' * x = a' * (a * h) = (a 1 * a) * h = e * h = h~^ 
a' * x e H <=> ai?x <=> xi?a 


<=> x e (a) s . 

Alors : /l = Ja) R . 

Ce qui montre que G y He st la partition de G associee a la relation d’equivalence 
R suivante : \/a,b e G : M6 <=> a' * b g 7/ (ou a' est le symetrique de a). 

10) e G / //et Va e G : 

A gG y H => A g G/R. 

Done \A = a*H<^>A = (a) R a g A. 
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11 ) • VaeG:a*a' = ee//=> aSa. Done S est reflexive. 

• \/a,b e G : aSft => b ★ a' £ H (ou a' est le symetrique de a) 

=> (b * a 1 )' e H (ou (6 ★ a')' est le symetrique de b k a') 
=> a k b' £ H (ou b 1 est le symetrique de 6) 

=> bSa. 

Done S est symetrique. 

• \/a,b,c £ G : 

J aS/ J b ★ a' £ //(ou a' est le symetrique de a) 

) Me j ck b' £ H(ou b' est le symetrique de 6) 


=> (c * b') * (b * a 1 ) £//=> c *(/'*/)* a' £ H c * e * a' £ H 
=> c * a' e H. 

Done 5 est transitive. 

Ce qui montre que 5 est une relation d’equivalence dans G 

12) V/4 £ G y H \ 3a £ G tq : A = H k a 
\/x £ G : 

x £ A = H ~k a [3/? £ H tq : x = h ★ a] 

c=> [3/? £ H tq : x * a 1 = (h * a) * a' = h * (a * a 1 ) = h * e = h~\ 
c=> x ★ a' e H <=> aSx <=> xSa 


<=> x £ (a) 5 . 

Alors : 4 = (a) s . 

Ce qui montre que G y H est la partition de G associee a la relation d’equivalence 
5 suivante : \/a,b £ G : aSb <=> b ★ a' £ H (ou a' est le symetrique de a). 

13) VA £G / //et Va £ G : 

A £G / H ^ A £ G/S. 

Done :A = Hka<^>A = (a) s <=> a £ A. 

14) • Soient.4 un ellement quelconque de G ,/ H et a un element de.,4. 

Montrons que I’application suivante : f:H-+A = akH 

h i —> J{h) = a k h 

est une bijection de //vers A. 

- \/h,k £ H : f[h) = f{k) =>a-kh = a*k^h = k. Done / est injective. 

- \/x £ A :x£A = akH^akH = A= xkH. 

Alors a! kx £ H (ou a ' est le symetrique de a) et on a : 
f[a’ k x) = a k (a 1 k x) = (a ★ a') ★ x = e k x = x. 

Done/est surjective. 

Par suite/est une bijection de //vers A. 

Ce qui montre que A est equipotent a H. 

• Soient.4 un ellement quelconque de G y H eta un element de.,4. 

Montrons que (’application suivante : g:H—*A=Hka 

h i—> g(h) - h k a 

est une bijection de //vers A. 

- \fh,k £ H : g(h) = g(k) => h*a = k-ka^h = k. Done / est injective. 

- Vx £ A :x£A = Hka^>Hka=A=Hkx. 

Alors x k a 1 £ H (ou a' est le symetrique de a) et on a : 
g{x k a') = (x k a') k a = x k (a 1 k a) - x k e = x. 

Done g est surjective. 

Par suite/est une bijection de //vers A. 

Ce qui montre que A est equipotent a H. 
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15) Supposons que 77 est d’ordre fini. 

a) Soit ^4 un element quelconque d e G / H 

Puisque 77 est d’ordre fini et puisque A est equipotent a 77 alors A est aussi fini et 

on a \A\ = |77|. 

b) Soit ^4 un element quelconque tie G / H 

Puisque 77 est d’ordre fini et puisque A est equipotent a 77 alors A est aussi fini et 

on a \A\ = |77|. 

16) Va e G : 

Vx e G : x e (a * H) 1 <=> x' e a * 77 (ou x 1 est le symetrique de x) 

<=> x' *i/=a*//c=>x*(x' *77) = x * (a * 77) 

<^> (x * a) *H=(x*x')*H=e*H = H<^x*aeH 
x e 77 -k a'. 

Done : (a *77)' = H* a', ou (a *77)' est I’ensemble des symetriques des 
elements de a * 77et a' est le symetrique de a. 

17) Va e G : 

Vx e G : x e (77* a)' <^> x 1 e 77* a (ou x 1 est le symetrique dex) 

<=> H k x 1 = 77 * a <=> (Hkx 1 ) kx = (77* a) *x 

<=> 77 * (a ★ x) = 77 -k (pc' k x) = 77 k e = 77 <=> a k x e H 

<=> x e a' ★ 77. 

Done : (H* a)' = a' k H. 

Ou (77* a)' est I’ensemble des symetriques elements de a * 77et a' est le 
symetrique de a. 

18) Soenit/et g les deux applications suivantes : 

f-.G/H^G/H 

A f(A) = A 1 (ou A' est I’ensemble des symetriqus des elements de A). 

g-.G/H^G/H 

A i-> f (A) = A' (ou A' est I’ensemble des symetriqus des elements de A). 

VAeG/H: {gof){A) = g{f{A)) = g(A') = ( A ')' =A = id G/H {A). 

\/AeG/H: (fog)(A) =f(g(A)) =J{A') = (A')' =A = id G/H ^)■ 

gof = id G /h 

Alors : L . Donc/est une bijection de G / 77 vers G / 77. 

[ fog = id G /h 

Ce qui prouve que les deux ensembles G / H eiG / 77sont equipotents. 

19) [77est d’indice fini dans G] <=> G / 77 est fini <=> G / 77 est fini. 

Dans ce cas : [G : 77] = \G / 77| = \G / 77|. 

Theoreme 2-3-4 : 

Soient G un groupe et 77 un sous-groupe de G. 

Pour que G soit d’ordere fini il faut et il suffit que 77 est d’ordre fini et77est d’indice fini 
dans G. 

Dans ce cas on a la formule suivante appele la formule de Lagrange : |G| = [G : 77]|77|. 

Demonstration : 

Puisque G / H es\. une partition de G alors G est d’ordre fini si seulement s\ G / H 
est fini et tous les elements tie G / H sont finis. 

Done G est d’ordre fini si seulement si 77 est d’order fini et 77 est d’indice fini dans G. 
Dans ce cas on a alors : |G| = Y \ A \ = 'll \ H \ = : H M H \- 

Aeo/H A&g/h 
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Corollaire 2-3-5 : 

Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. 

Si G est d’ordre fini alors i’ordre de H et I’indice de H dans G sont des diviseurs de 
i’ordre de G. 

C’est a dire si G est d’ordre fini aiors \H\ et [G : H] sont des diviseurs de |G|. 

En effet: 

Supposons que G est d’ordre fini. 

Puisqu’on a |G| = [G : H]\H\ aiors \H\ et [G : H] sont des diviseurs de |G|. 

Corollaire 2-3-6 : 

Soient G un groupe et e son element neutre. 

Si G est fini d’ordre premier aiors les seuls sous-groupes de G sont G et { e} 

En effet: 

Supposons que G est fini d’ordre premier. 

Puisque \H\ est un diviseurs de |G| et puisque |G| est un nombre premier aiors 
\H\ = |G| ou \H\ = 1. Done H = G ou H = { e }. 

Ce qui prouve que les seuls sous-groupes de G sont G et { e} 

Corollaire 2-3-7 : 

Soit G un groupe fini d’ordre premier. 

1 ) Si G est multiplicatif aiors : 

a) VaeG-{e} : G = {a k tq : k e Z \ (e etant I’element neutre de G). 

b) G est abelien. 

2) Si G est additif aiors : 

a) Va e G- {Og} : G = {ha tq : k e Z y. 

b) G est abelien. 

Demonstration : 

1) a) Soient a un element quelconque de G distinct de I’element neutre e de G et 

H = {a k tq : k e Z^ . 

H est un sous-groupe de G contenant a. Done H± { e}. 

Puisque (d’apres le corollaire 2-3-6) les seuls sous-groupes de G sont G et { e}, 
et puisque H est sous-groupe de G distinct de { e} aiors : 

G = H = tq : k e Z y. 

b) Soient a un element de G distinct de I’element neutre e de G. 

D’apres a ), G = H = {a k tq : k e Z^. 

g G : 3/7,//? g Z tq : x = a n eiy = a m . xy = a n a m = a n+m = a m+n = a m a n = yx. 

Done G est abelien. 

2) a) Soient a un element quelconque de G distinct de 0 G et H = {ka tq : k g ZV 

7/ est un sous-groupe de G contenant a. Done 7/ * {0 G }. 

Puisque (d’apres le corollaire 2-3-6) les seuls sous-groupes de G sont G et {0 G >, 
et puisque H est sous-groupe de G distinct de {Og} aiors : 

G = H - Jjca tq : k g Z^ . 
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b) Soient a un element de G distinct de 0 G . 

D’apres a ), G = H = {ka tq : k eZ}. 

Mx,y e G : 3 n,m eZ tq : x = na eiy = ma. 

x+y = na + ma = {n + m)a = (m + n)a = ma + na = y + x. 

Done G est abelien. 

Lemme 2-3-8 : 

Soient (G,*) un groupe abelien et/Zun sous-groupe de G. 

Si a et b sont des elements de G alors : (aj H * {b) H = (, a ★ b) H . (e’est a dire ( a ★)) 
C’est a dire :Ma,b e G : (a * H) * {b * H) = {a * b) * H. 

En effet: 

Ma, b e G : (a) H + (b) H = (a ★ H) * (b ★ H) — a * (H * b) ★ H = a ★ (6 * //) ★ H 

= (a* b)*(H*H) = (a* b)*H 
= (a*b) H . 


Theoreme 2-3-9 : 

Soient G un groupe abelien, H un sous-groupe de G eip la surjection canonique de G 
vers G/H. 

1) G/He st une partie stable de V(G) pour la loi induite. 

2) G/He st un groupe abelien. 

3) La surjection canonique p de G vers G/H e st un homomorphisme de groupes. 

4) * est la seule loi de composition interne rdans G/H tel que p soit un 
homomorphisme de (G,*) vers ( G/H,T). 

5) ker p = H. 

6) p est un isomorphisme de G vers G/H si seulement si H = { e}. 


Demonstration : 

1) Mx,y e G/H : 3a,b e G tq : x = ( a) H eiy = (b) H . 

x *y = ( a) H -k ( b) H - (a * b) H e G/H. 

Done G/H e st une partie stable de V(G) pour la loi induite. 

2) • Puisque la loi * est commutative dans V(G) (car G est abelien) alors sa restriction 

a G/H e st commtative. 

• Puisque la loi * est associative dans V{G) alors sa restriction a G/H e st 
associative. 

• Mx £ G/H : 3a e G tq : x = (a) H . x ★ ( e) H = ( a) H * ( e) H — (a -k e) H = ( a) H = x. 
Done (e) H est I’element neutre de G/H. 

• Soit x un element quelconque de G/H. II existe alors il existe un element de G tel 

que x = (a) H . 

Soit a' le symetrique de a dans G pour la loi *. 

x * (a') H = (a) H k (a') H = (a ★ a') H = (e) H . 

Doncx est symetrisable pour la loi * dans G/H dont le symetrique est egal 

a {/) H . 

Ce qui montre que G/H e st un groupe abelien. 
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3) \/a,b e G : p{a k b) = {a k b) H = ( a) H * (b) H = p(a ) ★ p{b). 

Done la surjection canonique p de G sur G/He st un homomorphisme de groupes. 

4) Soit Tune loi de composition interne quelconque dans G/H tel que p soit un 
homomorphisme de (G,*) vers ( G/H,T). 

Vx,y e G/H : 3a, b e G tq : x = ( a) H ety = (b) H . 

xTy = ( a) H T(b) H = p(a)Tp(b) = p{a k b) = p{a) k p{b) = (a) H k {b) H 
= x *y. 

Par suite T = k. Done ★ est la seule loi de composition interne rdans G/H tel que p 
soit un homomorphisme de (G,*) vers ( G/H,T ). 

5) Va g G : a e ker/> /?(a) = (e)^ (a)^ = (e)^ <^>a*H=e*H = H^a£H. 

Ce qui prouve que kerp = H. 

6) [p est un isomorphisme de G vers G/H~\ <=> p est injective ker p = H 

<=> H = {e}. 


Theoreme 2-3-10 : 

Soient G et G' deux groupes (oil G est abelien),/un homomorphisme de G 
vers G\ H un sous-groupe de G et/? la surjection canonique de G vers G/H. 
Pour qu’il existe une application / de G/H vers G' tel que : f °p =f 
il faut et il suffit que : H a ker f 

Dans ce cas : 

i) / est unique. 

ii) / est un homomorphisme de G/H vers G'. 

iii) / est injectif si seulement si H = ker/ 

iv) / est surjectif si seulement si/ est surjectif. 


Demonstration : 

Soient ★ la loi de G, e I’element neutre de G pour la loi de ★, ria loi de G', e I’element 
neutre de G pour la loi de TetR la relation d’equivalence dans G definie par: 
aRb « a' * b e //(ou a' est le symetrique de a). 

R est la relation d’equivalence dans G associer a la partition G/H de G. 

=> ) Si f existe : 

Va e H : e'-*ra = e*a = ae//=> ei?a => /a) = /(e) = £ (car / existe) 

=> a e ker/ 

Done : H a ker f. 

<= ) Si H cz kerf : 

Soient a eib deux elements de G tels que aRb. 

aRb a' -kb e H a ker/(ou a' est le symetrique de a) =>/(a' k b) = s 

=>/>') ★/(&) = £ =>f[a)' kf[b) = £ (ou/(a)' est le symetrique de/(a)) 

=/A a ) =m- 

Done / existe. 
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Dans ce cas : 

i) / est unique (d’apres le theoreme 2-3-10). 

ii) \/x,y e G/H : 3a, b £ G tq : x = p(a) etj; = p{b). 

f(x*y) = *P(b)) = f(p(a * b )) = (/op)(a * b) =f(a * b ) 

=/(«) */</) = (/op) (a) * (/op)(6) = /(p(a)) * f(p(b)) 

= /go *7oo- 

Done : / est un homomorphisme de G/H we rs G'. 

iii) =>) Si f est injectif : 

Puisque / existe alors H a ker •/ 

Va e ker/ : /(e) = e = /(a) => ei?a =>a = e*a = e'*aePT. Alors ker/ c H. 
Done PT = ker/. 

<= ) Si H = kerf: 

\/a,b e G : 

- Si aRb alors/a) = /(/) (car / existe). 

■ Si_/(a) =f[b) alors : 

fia'b) =f{a')f{b) = f[a)'f[b) = f{a)'f{a) = e => a 1 b e ker/= H => 
Alors : <=> /a) = /(£>). 

Done/ est injectif. 

iv) / est surjectif si seulement si/ est surjectif (d’apres le theoreme 2-3-10). 

Corolaire 2-3-11 : 

Soient G et G' deux groupes (ou G est abelien)./un homomorphisme de G 
Si/est un homomorphisme de G vers G 1 alors G/ker/ est isomorphe a/ (G). 

C’est a dire si/est un homomorphisme de G vers G' alors : G/ker/ ~/ (G). 

Demonstration : 

Soit/un homomorphisme de G vers G' et posons H = ker f. 
f est un homomorphisme surjectif de G vers /(G). 

Puisque H = ker /alors (d’apres le theoreme 2-3-10) il existe un homomorphisme 
injectif / de G vers /(G) tel que / =/(oup est la surjection canonique de G 
vers G/H). 

Done / est un isomorphisme tie G/H = G/ker/ vers /(G). 

Ce qui montre que : G/ker/ = G/PT = /(G). 

Corolaire 2-3-12 : 

Soient G et G' deux groupes abeliens ,/un homomorphisme de G vers G', 
iPeti/ deux sous-groupes respictivement de G et G',p la surjection canonique de G 
vers G/He t p' la surjection canonique de G' vers G'/H'. 

Pour qu’il existe une application / de G/H we rs G'/H' tel que : f °p = p' °f 
il faut et il suffit que : H cz // (//). 

Dans ce cas : 

i) / est unique. 

ii) / est un homomorphisme de G/H vers G'/H'. 

iii) / est injectif si seulement si H =f/(H'). 

iv) Si/ est surjectif alors / est surjectif. 
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Demonstration : 

Soit e' I’element neutre de G' et posons cp = p'of 

(e') H , = H j est I’element netre de G'/H' et cp est un homomorphisme de G vers G'/H'. 

Pour qu’il existe une application / de G/Hve rs G'/H' tel que : f° P = (p= P '°f 
il faut et il suffit que H a ker (p (d’apres le theoreme 2-3-10). 

Va g ker<p « cp{a) = ( e ') H , <=> {p' ° f){a ) = H' « p'(f{a )) = H j « (, = H j 

<=> Aa) e H' 

<^aef~\H'). 

Done : ker<p = f~ l {H j ). 

Ce qui montre que (’application / existe si seulement si H c= f~ l (H). 

Dans ce cas : 

i) / est unique (d’apres le theoreme 2-3-10). 

ii) / est un homomorphisme de G/Hve rs G'/H' (d’apres le theoreme 2-3-10). 

iii) / est injectif si seulement si H = ker cp = f/(H'). 

iv) Supposons qe/ est surjectif. 

Alors p' of est surjectif, et par suite / o P = p ' o/est surjectif. 

Done / est surjectif. 

Remarque 2-3-13 : 

Si G est un groupe abelien et si e est son element neutre alors G/{e} - G. 

En particulier Z/OZ = Z/{0} ^ Z. 

En effet: 

G/ { e} = G/kev(idG ) - id/G) = G. 

En particulier Z/OZ = Z/{0} ^ Z. 

2-4 - Sous -groupes engendres : 

Proposition et definition 2-4-1 : 

Soient G un groupe et 5” une partie de G. 

L’ensemble M des sous groupes de G contenants S n’est pas vide (car S e M). 
L’intersection des elelments de M est le plus petit (pour I’inclusion) element de M 
appele le sous-groupe de G engendre par S et note (S) 

Si a g G et si S = {a} alors : 

- {{a}) est note (a) . C’est a dire : (a) = ({a}) 

- Si (a) est d’ordre fini n on dit aussi que a est d’ordre fini n et on note \a\ = n. 

- Si (a) est d’ordre infini on dit aussi que a est d’ordre infini. 


Proprietes 2-4-2 : 

Soenit ( G , *) un groupe, e son element neutre et 5” une partie de G. 

1 )Scz(S). 

2) Si He st un sous-groupe de G alors (S) cz Hs'\ seulement si S a H. 

3) Si He st un sous-groupe de G alors (H) = H. 

4 ) ( 0 ) = (e) = {e}. 
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5) Si S * 0. 

a) L’ensemble {xi *X 2 *.*x„ tq : xi,X 2 ,. ,x n e S , US ,, }> 

(ou S' est I’ensemble des symetriques des elements de S) est un sos-groupe de 
G contenant S. 

b) <S)= {*i * X 2 *. *x n tq : xi,X 2 ,. ,x„ e SUS'y 

ou S' est I’ensemble des symetriques des elements de S. 

6) Si G est multiplicatif alors : 

Va e G : (a) = {a k tq : k e Z} qui est un sous-groupe abelien de G 

7) Si G est additif alors : 

Va e G : (a) = {ka tq : k e Z\ qui est un sous-groupe abelien de G 


Demonstration : 

1) Puisque (S) est le plus petit (pour I’inclusion) sos-groupe de G contenant S alors 

5c=(5>. 

2) Soit/Zun sous-groupe de G. 

=> )Si (S> c= H : 

Alors :5c(5)cE Done : S cz H. 

<= )Si S cz H : 

Soit A4 I’ensemble des sous groupes de G contenants S. 

Puisque S cz H alors H e At. 

Done (S') c i/(car (5) est le plus petit element de M). 

3) Soiti/un sous-groupe de G. 

D’apres 1)ona:Fc (H). 

Puisque H cz Hei puisque //est un sous-groupe de G alors (d’apres 2)) (H) cz H. 
Done (H) = H. 

4) 0 c: { e} => (0) cz { e} (car { e} est un sos-groupe de G). 

Puisque (0) est un sos-groupe de G alors : e e (0) => { e} cz (0). 

Done (0) = { e}. On a aussi (e) = ({e}> = { e > (car { e > est un sos-groupe de G). 
Par suite on a : (0) = (e) = {e}. 

5) Supposons que S’ * 0. 

a) Posons H = {xi * X 2 *. *x n tq : xi,X 2 ,. ,x„ e 5U S'y 

ou S' est I’ensemble des symetriques des elements de S . 

• Soit x un element quelconque de S. 

Posons xi = x, x 2 le symetrique de x et x 3 = x alors : 

xi,X 2 ,x 3 e S U S' et x = e ★ x = xi * X 2 * x 3 e H. 

Done : S cz H. 

• [S* 0 et^c H] => H± 0. 

X — X l *x yi 

• \/x,y e H : 3x\,....,x n ,yi,....,y m e SU S' tq : < . . 

y = yi * . *ym 


Vz = 1,. ,n,n + \, . ,n + m, posons : 


N 

II 

X 

si i 

= 1 . 

. 

Zi — y i—n 

si i 


,.,n+m 


Z lZ n ,Zn+l,Zn+m G S U S . 

Done \ x-ky = (xi *. *x „) ★ (y i * 

= Z\ * . *Z n :k Z n+ 1 *. . 


*y m ) 


*z n + m 


G H. 


Done H est stable pour la loi ★. 
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• Vx e H : 3x\, _ ,x„ g S U S' tq : x = x\ * .*x„. 

Pousons x 1 le symetrique de x. 

Vz' = 1,. ,n, posons : x' le symetrique de x,. x\,....,x' n e S’US'. 

x' = (xi *.*x„)' = x'„ *.*x, e H. 

Ce qui montre que <{xi *.*x„ tq : xi,.,x„ g S US'} = H 

est un sos-groupe de G contenant S. 

b) Posons H = -{xi *.*x„ tq : xi,X 2 ,. ,x n e S U S'} 

ou S' est I’ensemble des symetriques des elements de S. 

• Puisque //est un sos-groupe de G contenant S alors (,S) c H. 

• Soitx un element quelconque de H. 

II existe alorsxi,x 2 ,. ,x„ e 5U5' tels que : x = xi *.*x„. 

Vz = 1,.,/7, posons : x' le symetrique dex ; -. 

Vz = 1,.,77 : 

- Si Xi e S : x, e S c (5 1 ). 

- Si xi g S' : Xi <= S' => x[ g S cz (S) => x, cz (5 1 ). 

Done : xi,x 2 ,. ,x„ g (5 1 ) => x = xi *.*x„ g (5). 

Par suite H c (5). 

Ce qui prouve que : (S) = H = -(xi *.*x„ tq : xi,x 2 ,.,x„ g 

6) Supposons que G est multiplicatif et soit a un element quelconque de G. 

Posons H = {a k tq : k g zy. He st un sous-groupe abelien de G. 

• a = a 1 g H => (a) c: H. (car//est un sous-groupe de G contenant a). 

• Montrons que H cz (a). 

* Montrons par recurrence que pour tout entier naturel k, a k g (a). 

- Pour k = 1 : 

a k = a 0 = e g (a). 

- Pour k- 1 : 

Supposons que a k ~ l g (a). 

- Pour k : 

Montrons qu’alors a k g (a). 

a A ’ = a A-1 a g (a), (ca (a) est un sous-groupe de G). 

On a alors monter que pour tout entier naturel k, a k g (a). 

★ Montrons que pour tout entier relatif k, a k g (a). 

Soit k un entier relatif quelconque. 

- Si k > 0 : 

Alors : k g N => a k g (a). 

- Si k < 0 : 

Alors :-£>()=> a _A g (a) => a A = g (a). 

★ Vx■ g H : g Z tq : x = a A g (a). 

Done : H cz (a). 

Ce qui montre que (a) = H = {a k tq : k g qui est un sous-groupe abelien de G. 

7) Supposons que G est additif.et soit a un element quelconque de G. 

Posons H = {ka tq : k e ZV //est un sous-groupe abelien de G. 

• a = la g H => (a) c H. (car H est un sous-groupe de G contenant a). 
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• Montrons que H a (a). 

* Montrons par recurrence que pour tout entier naturel k, ka e (a). 

- Pour k = 1: 

ka = Oa = Og e (a). 

- Pour k - 1 : 

Supposons que (k-\)a e (a). 

- Pour k : 

Montrons qu’alors ka e (a). 

ka = (k - \ )a + a e (a), (ca (a) est un sous-groupe de G). 

On a alors monter que pour tout entier naturel k, ka e (a). 

* Montrons que pour tout entier relatif k, ka e (a). 

Soit k un entier relatif quelconque. 

-Si k > 0 : 

Alors :kN=>faie (a). 

-Si k < 0 : 

Alors : -k > 0 => ( -k)a e (a) => a k — -[(-k)a~\ e (a). 

* \/x e H : 3k g Z tq : x = ka e (a). 

Done : H c (a). 

Ce qui montre que (a) = H = tq : k e zy qui est un sous-groupe abelien de G. 

Exemple 2-4-3 : 

Pour tout entier relatif n, (n) = nZ. C’est a dire, V« e Z : («) = «Z. 

En particulier: (0) = 0Z = {0}, (1) = 1Z = Z et (-1) = (-l)Z = Z. 

En effet: 

V/7 e Z : (n) = -Qai tq : k e zy = ^nk tq : k g zy = nZ. 

En particulier: (0) = 0Z = {0}, (1) = 1Z = Z et (-1) = (-l)Z = Z. 

Theoreme 2-4-4 : 

Soient G et G' deux groupes et/un homomorphisme de G vers G'. 

Si S est une partie de G alors :/((S')) = {/(S)). 


Demonstration : 

Soient S une partie de G, ★ la loi de G, T la loi de G', e I’element neutre de G et e 
I’element neutre de G'. 

-Si S = 0 : 

fas)) - Am - Me}) = w)} = {£> = ( 0 > - m) - (AS)). 

-Si S ± 0 : 

c ) Posons/S)' I’ensemble des symetriques des elements de/(S). 

Soit jv un element quelconque de/((S». 

II existe alors un element* de (S) tel quej^ = /(*). 

* e (S) => 3*i,_,*„ e SU S' tq : * = *i *.**„. 

y =A *i *. =Axi)t. . 

Vz = 1,., z7, posons : *• le symetrique de *, 

Vz = 1,. ,n : 
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- Si xj e S : x, e S' => A*/) ^ AS) c AS ) U/S)'. 

- Si x, e S' : x\ e S =*/(*/) ^/A) ^ A*<) e/S)' cz^S) U/(S)' 

(carAx-) est ie symetrique deAx,-)). 

Alors:Axi),. ,Ax«) e AS ) UA^)'- 

Donc:y =Axi *.*x„) =Axi)T..7/(x„) e (/(S')). 

Par suite on a :/((S')) c (AS)) 

3 ) S cz (S> => AS) cA(5» =* (/(S)) <=AA» (carA(S» est un sous-groupe de G'). 
Ce qui montre que/((S')) = (/(S')). 


Corolaire 2-4-5 : 

Soient G et G' deux groupes et/un homomorphisme de G vers G'. 

Pour tout element a de G,f ((a)) = (/(a)). C’est a dire : Va e G :/ ((a)) = (/(a)). 

En effet: 

Va € G :/((a» = A««») = AA»> = «/(«)» = </(/»■ 

Exemple 2-4-6 : 

Pour tout entier naturel n, (T (modulo «)) = Z/nZ. 

C’est a dire : V« e N : (T ( modulo w)) = Z/ «Z. 

En effet: 

Soient n un entier naturel quelconque et p la surjection canonique de Z vers Z/nZ. 

^1 (modulo n^j = (p{ 1)) = /?((!)) = y>(Z) = Z/nZ. 

Theoreme 2-4-7 : 

Soenit G un groupe (en general multiplicatif), e son element neutre, aeGun element 
quelconque de G et/Thomomorphisme de Z vers G defini par: 

/: Z — > G 

k /(£) = a k (dans le cas additif A^) = ka). 

Soit n rentier naturel tel que : ker f= nZ. 

On a les proprietes suivantes : 

1) (a) = Z/ker/ = Z/nZ 

2) a est d’ordre fini si seulement si n ± 0 et dans ce cas a est d’ordre n. 

3) a est d’ordre infini si seulement si n = 0 et dans ce cas ( a ) ~ Z . 

4) nZ = {k g Z tq : a k = e} (dans le cas additif: nZ = {k e Z tq : £a = 0 G }). 

5) Les 3 proprietes suivantes sont equivalents : 

i) a est d’ordre fini. 

ii) 3k ef tq : a* = a (dans le cas additif: 3k g N* tq : ka = 0 G ). 

iii) 3k g Z* tq : a k = e (dans le cas additif: 3k g Z* tq : ka = 0 G ). 

6) Si a est d’ordre fini. 

i) \a\ est le plus petie entier naturel non nul ktel que a k = e. 

Dans le cas additif: 

\a\ est le plus petie entier naturel non nul Artelque ka = 0 G . 

ii) \/k g Z : a k = e <=> |a||k (dans le cas additif: VA: e Z : ka = 0 G <=> \a\\k). 
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7) Les trois proprietes suivantes sont equivalents : 

i) a est d’ordre infini. 

ii) Vk eZ * : a k ± e (dans le cas additif: Vk e Z* : ka * 0 G ). 

iii) \/k g N * : a k ± e (dans le cas additif: \/k e N* : ka ± 0 G ). 

Demonstration : 

1) (a) = {a k tq : k e Z \ (dans le cas additif (a) = {ka tq : k e Z}) 

= {/W : k e Z} =/Z) 

~ Z/ker/ = Z/ 77Z 

2) [a est d’ordre fini] « [Z/nZ est d’ordre fini] <=> n ± 0. 

Dans ce cas : |a| = |(a)| = |Z/«Z| = n. 

3) [a est d’ordre infini] <=> [Z/nZ est d’ordre infini] <=> n = 0. 

4) «Z =ker/ = {k e Z tq : /(k) = e] = 6 Z tq \ a k = e}. 

Dans le cas additif : 

«Z =ker/ = {k e Z tq : /(k) = 0 G }- = {k e Z tq : ka = 0 G }-. 

5) • Supposons que a est d’ordre fini. 

Alors b^O. Done : n g N* et n g 4gZ tq : a k = e\. 

Pour k = n on a alors a k = a n = e. Par suite il existe k g N* tq : a k = e. 

Ce qui prouve que i) => ii) est vraie. 

Dans le cas additif : 

Supposons que a est d’ordre fini. 

Alors n ± 0 . Done : n g N* et n g {k g Z tq : ka = 0 G }-. 

Pour k on a alors ka = na = 0 G . Par suite il existe k gF tq : ka = 0 G . 

Ce qui prouve que i) => ii) est vraie. 

• ii) => iii) est vraie (car N* c Z*). 

• Supposons qu’il existe k gZ’ tq : a k = e. 

Alors : 77Z = {k g Z tq \ a k = ± { 0 } = 0 Z => 77 ^ 0 . 

Done a est d’ordre fini. 

Par suite iii) => i) est vraie. 

Dans le cas additif : 

Supposons qu’il existe k gZ* tq : ka = 0 G . 

Alors : 77Z = {k g Z tq : ka — 0 G ]> ^ { 0 } = 0 Z => 77 ^ 0 . 

Done a est d’ordre fini. 

Par suite iii) => i) est vraie. 

Ce qui montre que les 3 proprietes i), ii) et iii) sont equivalents. 

6) Supposons que a est d’ordre fini. 

i) Alors 77 = \a\ g N* est le plus petie entier nature! non nul de nZ. 

Puisque {k g Z tq \ a k = e} = nZ alors \a\ = n est le plus petie entier naturel 

non nul de {k g Z tq : a k = e}. 

Ce qui prouve que \a\ est le plus petie entier naturel non nul ktel que a k = e. 

Dans le cas additif : 

177 est le plus petie entier naturel non nul ktelque ka = 0 G . 

ii) Vk g Z : a k — e f[k) = e <=> k g ker f <=> k g 77Z <=> 77 |k |a||k 

Dans le cas additif : 

Vk g Z : ka — 0 G <=>_/(k) = 0 G o k g ker/<=> k g 77Z <=> 77 |k |a||k 

7) Puisque les trois proprietes i), ii) et iii) sont les negations des trois proprietes de 6), 
alors les trois proprietes i), ii) et iii) sont equivalents. 
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Corollaire 2-4-8 : 

Soenit (G,.) un groupe d’ordre fini n et e son element neutre. 

Pour tout element a de G on a : a" = e (dans le cas additif: na = 0 G ). 

En effet: 

Soit a un element de G. 

Puisque G est d’ordre fini et puisque (a) est un sous-groupe de G alors (a) est d’ordre 
fini et que son ordre est un diviseur de I’ordre de G. 

Done \a\ = \(a)\ est un diviseur de |G| = n. 

Ce qui montre (d’apres la propriety 6) du theoreme 2-4-7) que a" = e. 

Dans le cas additif on a : na = 0 G . 

Corollaire 2-4-9 : 

Soenit (G,.) un groupe et a,b g G. Si a et b verifie les trois proprietes suivantes : 

1 ) a et b sont d’ordres finis. 

2 ) ab = ba (dans le cas additif: a + b = b + a). 

3) (a) n ( b ) = {e} (dans le cas additif: (a) n ( b ) = {0 G }). 

alors ab est d’ordre fini et \ab\ = \a\ V \b\ (dans le cas additif: \a + b\ = l«l V |*|). 

Demonstration : 

(a6) |a|v|/)| = a w ^b^ w = ee = e. Done ab est d’ordre fini et son ordre divise \a\ V \b\. 
Posons \ab\ = r. 

Alors : (ab)' = e => a'b'' = e => a'' - b~ r e (a) fi ( b) = { e } => a r = b~ r = e 
=> a r = b r = e => (\a\\r et \b\\r) => (\a\ V \b\)\r. 

Ce qui montre que : \ab\ = r = \a\ V \b\. 

Dans le cas additif : 

(\a\ V \b\)(a + b) = (\a\ V \b\)a + (\a\ V \b\)b = 0 G + 0 G = 0 G . 

Done a + b est d’ordre fini et son ordre divise \a\ V \b\. 

Posons \a + b\ = r. 

Alors : r(a + b) = 0 G => ra + rb = 0 G => ra r = -rb = ( -r)b e (a) fl (b) = { e } 

=> ra r = -rb = e=>ra = rb = e=> (|a||r et \b\\r) 

=> (\ a \ V \b\)\r. 

Ce qui montre que : \a + b\ = r = \a\ V \b\. 

Corollaire 2-4-10 : 

Soenit (G,.) un groupe et a,b e G. Si a et b verifie les trois proprietes suivantes : 

1 ) a et b sont d’ordres finis. 

2 ) ab = ba (dans le cas additif \ a + b = b + a). 

3) \a\ A \b\ = 1. 

alors ab est d’ordre fini et \ab\ = \a\\b\ (dans le cas additif :\a + b\ = \a\\b\). 

Demonstration : 

u g (a) Iwlllal 

\/u g (a)f](b) : < => < => |w||(|a| A |&|) => \u\\\ => \u\ = 1 

i 11 c (b) I \ u \\\b\ 

=> u = e (dans le cas additif: u = 0 G ). 

Done : (a) n (b) = {e} (dans le cas additif: (a) n (b) = {0 G ». 
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Ce qui montre (d’apres la propriety precedente) que ab est d’ordre fini et 

\ab\ = \a\ V \b\ = \a\\b\. 

Dans le cas additif : a + b est d’ordre fini et \a + b\ = \a\ V \b\ = \a\\b\). 


Corollaire 2-4-11 : 

Soenit (G, .) un groupe et a un element de G d’ordre fini. 

Pour tout entier relatif k, a k est d’ordre fini et \a k \ = , 

k A \a 


a k est d’ordre fini 


C’est a dire :VkZ: 



a\ 


k A 

a 


Dans le cas additif : 


Pour tout entier relatif ka k est d’ordre fini et \ka\ 


C’est a dire : \/k e Z 


f ka est d’ordre fini 




a 


k A 

a 


Demonstration : 

Soient un entier relatif quelconque k. 

Puisque a est d’ordres fini et puisque a k e (a) (dans le cas dditif ka e (a)) alors a 
d’ordre fini (dans le cas dditif ka est d’ordre fini). 

Posons :\a\ = n et \a k \ = r (dans le cas dditif \ka\ = r ). 

( a k )' — e => a kr = e => n\kr => 31 e Z tq : kr = In. 

f n = nod 


Posons : n Ak = d. Alors : 3n 0 ,k 0 e Z tq : < k = k 0 d 


I n 0 A k 0 = 1 

Par suite k 0 dr = In 0 d => k 0 r = ln 0 (d * 0 car n * 0). Alors : 
r 

no ± 0 

< no\kor => n o|r. 


no A ko = 1 


De meme on a : ( a k ) no = a bl ° = a kodn ° = a 

Ce qui montre que : \a k \ = r = n 0 = ^ = 

Dans le cas additif : 


ko n — e 

n 

k An 


=> r\n 0 . 



a 


A: A 

a 


r{ka ) = 0g => ( rk)a — 0g => n\kr => 31 £ Z tq : kr = In. 

\ n = nod 


Posons : n A k = d. Alors : 3no,k 0 e Z tq : <( A: = A:or/ 


^ wo A £o = 1 

Par suite kodr = ln 0 <i => kor = ln 0 (d ± 0 car n ± 0). Alors : 
r 

no ^ 0 

< no\kor => wo|r. 


w 0 A ko = 1 
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De meme on a : no(ka ) = ( nok)a = (nodko)a = (konod)a = ( kon)a = 0g => r|/?o. 

Ce qui montre que : \ka\ = r = no = 4 = t-t— = , , ■ 

d k A n k A a 


Exemple 2-4-12 : 

Pour tout entier naturel non nul n e N* et pour tout entier relatif k, 

| k ('modulo nj | = 

C’est a dire : V« e F et VA: e 2 


kAn ' 

|k (modulo «) | = 


k An 


En effet: 

V/7 e N* et VA; e Z : |£ (modulo n') | = |M ( modulo n') | = |H ( modulo n') | 

|T (modulo n') | 

A: A 11 | 

= n 
kAn ' 


2-5 - Groupes monogenes et Groupes cycliques : 

Definition 2-5-1 : 

Etant donne un groupe G . 

On dit que G est un groupre monogene engendre par un element a e G si G = (a) 
Dans ce cas on dit aussi que G est un groupre monogene . 

Si G est monogene d’ordre fini on dit que G cyclique. 

Exemples et proprietes 2-5-2 : 

1) Z est un groupre monogene engendre par 1 mais il n’est pas cyclique. 

2) Soenit G et H deux groupes et/un homomorphisme surjectif de G vers H. 

Si G est monogene engendre par un element a alors //est aussi monogene 
engendre par/(a). 

3) Pour tout entier naturel n, Z/«Z est un groupre monogene engendre par 

T (modulo h). 

4) Pour tout entier naturel non nul n, TL/nTL est un groupre cyclique d’ordre n engendre 

par I Qnodulo 

5) Z/OZ = Z est un groupre monogene qui n’est pas cyclique . 

6) Pour tout entier naturel non nul n, les groupres cycliques d’ordre n sont les groupes 
isomorphes a Z/«Z. 

C’est a dire, si n e N* et si G est un groupe alors : 

[G est cyclique d’ordre n~\ <=> G ^ Z/«Z. 

7) Les groupres monogenes d’ordres infinis sont les groupes isomorphes a Z. 

C’est a dire, pour tout groupe G on a : [G est monogene infini ] o G = Z. 

8) Tous les sous groupres de Z sont monogenes. 


Demonstration : 

1) Puisque Z = (1) alors Z est un groupre monogene engendre par 1. 
Mais Z n’est pas cyclique (car Z est d’ordre infini). 
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2) Supposons que G est monogene engendre par un element a. 

H=AG)=A(a)) = m)- ' 

Done //est aussi monogene engendre par f(a). 

3) Soient n un entier nature! quelconque et p la surjection canonique de Z vers L/nL. 
Puisque Z est monogene engendre par 1 et puisque p est un homomorphisme 
surjectif de Z vers 'L/n'L alors (d’apres 2)), L/nL est un groupre monogene 
engendre par/?(1) = I ( modulo n ). 

4) Soit n un entier naturel non nul quelconque. 

Puisque (d’apres 3)) L/nL est monogene et puisque L/nL est d’ordre fini n alors 
L/nL est un groupre cyclique d’ordre n engendre par I (modulo «). 

5) Z/OZ = Z/{0> = Z est un groupre monogene qui n’est pas cyclique . 

6) Soient n un entier naturel non nul et G un groupe. 

=>) Si G est cyclique d’ordre n : 

La loi de G est notee multiplicative. 

Soient a un generateur de G et/Thomomorphisme de Z.vers G definie par: 

f: L —*■ G = (a) 
k >—► /(£) = a k . 

Puisque G = (a) est d’ordre fini n, alors a est d’ordre fini n. 

\a\ = n => G = (a) - L/nL. 

) Si G est isomorphe a L/nL : 

Alors il existe un isorphisme/de L/nL vers G. 

G = /(Z/«Z) = ./((I (modulo «) )) = (f(J(modulo «)))■ 

Done G est monogene. 

Puisque L/nL est d’ordrre fini n et puisque G est isomorphes a L/nL alors G 
est d’ordrre fini n. 

Ce qui montre que G est cyclique d’ordre n. 

7) Soit G. 

=> ) Si G est monogene d’ordre infini : 

La loi de G est notee multiplicative. 

Soient a un generateur de G et /Thomomorphisme de Z.vers G definie par: 

f: L —*■ G = (a) 
k i—► Ak) = a k . 

Soit n rentier naturel tel que ker f = nL. 

Puisque G = H = nL = (n). est d’ordre infini, alors a est d’ordre infini. 

Done n = 0. 

Par suite ker f = nL = 0Z = {0}. Done/est injectif. 

AL) =A( 1» = (/(!)> = (a) = G. Alors/est surjectif. 

Ce qui prouve que/est bijectif. Par suite/est un isorphisme/de Z vers G. 
Done G est isorphe a Z. 

<= ) Si G est isomorphe a Z : 

Alors il existe un isorphisme/de Z vers G. 

G =/(Z) =/((l» = (/(1)>. Done G est monogene. 

Puisque Z est d’ordrre infini et puisque G est isomorphes a Z alors G 
est d’ordrre infini. 

Ce qui montre que G n’est pas cyclique. 

8) Soit H un sous groupe quelconque de Z. 

II existe alors un entier naturel n tel que H = nL. 

H = nL = (n). Ce qui montre que H est monogene. 
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Proposition 2-5-3 : 

Soient G un groupe d’ordre fini n et a un element quelconque de G. 

Pour que G soit cyclique il faut et il suffit que a soit d’ordre n. 

C’est a dire : G = (a) <=> \a\ = n. 

Demonstration : 

=>) Si G est cyclique engendre par a : 

Alors \a\ = |(a)| = \G\ = n. 

<= ) Si a est d’ordre n : 

f (fl)cG 

< => G = (a). Done G est monogene. 

j |(a)| = \a\ = n = |G| 

Puisque G est monogene d’ordre fini, alors G est cyclique. 

Proposition 2-5-4 : 

Si G est un groupe cyclique multiplicatif engendre par un element a alors les 
generateurs de G sont les elements a k tels que k A |G| = 1. 

C’est a dire : \/k e Z : \_a k est un generateur de G] c=> k A |G| = 1. 

Demonstration : 

Soient G un groupe cyclique multiplicatif engendre par un element a et b un element 
quelconque de G. 

b e G = (a) => 3k e Z tq : b - a k . 

G = (b) <=> \b\ = IGI = \a\ \a k \ = \a\ — ^ a \ = \a\ <=> kA \a\ = -j^j- = 1. 

k A \a\ \a\ 

Done les generateurs de G sont les elements a k tels que k A |G| = k A \a\ = 1. 

Proposition 2-5-5 : 

Si G est un groupe cyclique additif engendre par un element a alors les 
generateurs de G sont les elements ka tels que k A \G\ = 1. 

C’est a dire : e Z : [ka est un generateur de G] <=> k A |G| = 1. 

Demonstration : 

Soient G un groupe cyclique multiplicatif engendre par un element a et b un element 
quelconque de G. 

b e G = (a) => 3k e Z tq : b = ka. 

G = (b) <=> |Z>| = IGI = la I |A:a| = lal , = lal <=> A: A lal = -j^j- = 1. 

A: A |a| |a| 

Done les generateurs de G sont les elements ka tels que A: A |G| = k A\a\ = 1. 

Exemple 2-5-6 : 

Pour tout entier naturel non nul n, les generateurs du groupe cyclique 7L/n7L sont les 
classes k (modulo tels que k g Z et k A n = 1. 

Demonstration : 

Soient n un entier naturel non nul et.r un element quelconque de Z/nZ. 
x g Z/nZ => 3k g Z tq : x = k (modulo n) = k[l (modulo «) ]■ 
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Puisque T(modulo est un generateur de 7L/nl alors : 

x = k (modulo = k[\ (modulo n ) ] est un generateurs de 7L/n7L si seuiement si 

kAn = k A 1Z/wZ \ = 1 . 


Theoreme 2-5-7 : 

Si G est un groupe monogene alors tous les sous groupes de G sont monogenes. 


Demonstration : 

Supposons que G est un groupe monogene. La loi de G est notee multiplicative. 
Soient a un generateur de G et/Thomomorphisme de Z.vers G definie par: 

/: Z —>• G = (a) 
k i—* f(k) = a k . 

Soiti/un sous groupe quelconque de G. 

f~ l (H) est un sous groupe de Z . Done f~ l (H ) est un groupe monogene. 
Puisque/est un homomorphisme surjectif alors H = /(f '(T/)) est monogene. 


Corollaire 2-5-8 : 

Si G est un groupe cyclique alors tous les sous groupes de G sont cycliques. 

En effet: 

Supposons que G est un groupe cyclique. 

D’apres le theoreme 2-5-7 tous les sous-groupes de G sont monogenes qui sont finis. 
Done tous les sous-groupes de G sont cycliques. 


Theoreme 2-5-9 : 

Si G est un groupe cyclique d’ordre n alors pour tout diviseur m de n il existe un 
sous-groupe de G et un seul d’ordre m. 


Demonstration : 

Soient G un groupe cyclique d’ordre n, a un generateur de G et m un diviseur 
quelconque de n. 

La loi de G est note multiplicativement. 

- Existence : 


n 

a tn 

a 

_ n _ 

n 

' lA|a| 

lA n " 

n 

m 


Done (a m j est un sous-groupe de G d’ordre m. 
D’ou I’existence d’un sous-groupe de G d’ordre m. 
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Unicite : 

Soit H un sous-groupe quelconque de G d’ordre m. 

D’apres le corollaire 2-5-8, He st cyclique. Done il existe un element b de G tel que 

H = (b). 

b e G = (a) => 3k e Z.tq : b = a k . 


n _ _ 



a\ 


k A 

a 


= \a k \ = \b\ = \H\ = m => k A n = 
n r JL\ r / n \ 

=> H = (b) 


- JL 
m 


Alors : b = a k = a m r 


n 

m 


3 r e Z.tq : k = 


r. 


n 
a m 


n 

a m 


n 
a m 




< 


H 


\H\ = 


n 

a m 




n 
a m 


H = (a m 


= n 


D’ou I’unicite du sous-groupe de G d’ordre m. 


3 - Groupes symetriques : 

3-1-Generalites : 

Definition et notation 3-1-1 : 

Soit E un ensemble. 

* L’ensemble des permutations de E (e’est a dire I’ensemble des bijections de E 
vers E) est note S(E). 

* L’identite de E est note e E ou e (e’est a dire id E = e E ou id E = e). 

* La ioi de composition interne o est notee mutiplicativement. C’est a dire : 

V(7,r e S(E) : got est note err. 

* Pour toute permutation a e S(E), on appelle support de a I’ensemble note supp(a ) 
defini par: supple) = -(x e E tq : g(x) ± xy. 

* Si n est un entier naturel non nul eiE = {1,2 n} alors e E est note e„ ou e. 

-k Si n est un entier naturel non nul et si E = {1,2,. ,n} alors S(E ) est note aussi S„. 

k Soient n est un entier naturel non nul et a un element de S n . Si on pose a(i) = a t 

f 1 2 . n 

pour tout i = 1,2, , w alors a est notee : 

V d\ Cl2 . d yi 

Remarque 3-1-2 : 

Soient n un entier naturel non nul et a un element de S n . Si a est croissante alors : 
a est strictement croissante et cr' 1 est croissante. 

Demonstration : 

On suppose que g est croissante. 

k V/j = 1,2, ....,77 tels que : i < j. 

i <j => i <j => o-(z') < G(j ) (car g est croissante) 

=> cr(0 -< cr(/). 

i <j => i ± j => G(i) ± g{J) (car g est bijecctive) 

Done g est strictement croissante. 
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* Supposons que <j 1 n’est pas croissante. 

Alors : 3i,j = 1,2,....,n tels que : i < j et cr'(7) >- cr 1 (/). 

Puisque a est strictement croissante alors : a(a~ l (i)) > o{o l {j)) 

Done : (crcr“ 1 )(z) > (crcr 1 )^') e n (i) > e n (j ) => i >j ce qui est absurde. 

Ce qui montre que cr 1 est croissante. 

Proposition 3-1-3 : 

Soient n un entier naturel non nul et cr un element de S„. 

Les quatres proprietes suivantes sont equivalentes : 

i) <7 = e„. 

ii) cr est croissante. 

iii) Vi = 1,2,.... ,n : i < cr(z') 

iv) Vi = 1,2, .... ,n : cr(z') < i 

Demonstration : 

Montrons : i) => ii). 

Supposons que cr = e n . 

Vi,j = 1,2, ....,h tels que : i <j : cr(z') = e„(i) = i <j = e n (j) = o(j). 

Done a est croissante,.ce qui montre que ii) est vraie. 

Montrons : ii) => iii) 

Supposons que cr est croissante. 

Posons / = {/ = 1,2,.... ,n tq : i > cr(/)^ et supposons que / est non vide. 

Soit k le plus petit element de I. 

k e / => a(k) < k => o{k) £ I (car k le plus petit element de I) => o{k) < a(a(k)). 
Puisque a est croissante alors cr 1 est croissante. Par suite on a : 
o~ x (p(k)) < cr 1 (ct(ct(A))) => (cr _1 cr )(k) < {a~ x a){a{k)) => e n (k) < e n (a(k)) 

=> k < o{k) k £ Ice qui est absurde. 

Alors 1=0. Done : Vi = 1,2 ,....,n : i < a(i),.ce qui montre que iii) est vraie. 
Montrons : iii) => i) 

Supposons que : Vi = 1,2 ,....,n : i < cr(z') 

Posons I = {i = 1,2,....,« tq : o{i) ± et supposons que / est non vide. 

Soit k le plus grand element de I. 

k e / => a(k) ± k => k < o(k) => o{k) £ I (car k le plus grand element de I) 

Alors : o(p(k)) = a(k) => a{k) = k => k <£ I, ce qui est absurde. 

Alors 1=0. Done : Vi = 1,2, .... : a(i) = /.(e’est a dire que cr = e n ). 

Ce qui montre que i) est vraie. 

On a done montrer que les trois proprietes i), ii) et iii) sont equivalentes. 

Montrons : i) => iv). 

Supposons que cr = e„. 

Vi = 1,2,....,n : cr(z') = e n (i) = i < i Done iv) est vraie. 

Montrons : iv) => i). 

Supposons que : Vi = 1,2,....,n : o{i) < i 

Posons l = {i = 1,2 ,....,n tq : <r(z) ^ i} et supposons que / est non vide. 

Soit k le plus petit element de I. 

k e I ^ a{k) ± k => a{k) < k => a{k) £ I (car k le plus petit element de I) 

Alors : o(o{k)) = o(k) => o(k) = k => k <£ /, ce qui est absurde. 

Alors 1=0. Done : Vi = 1,2,....,n : cr(z') = /.(e’est a dire que cr = e„). 

Ce qui montre que i) est vraie. 
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Alors i) <=> iv). 

Ce qui montre que es quatres proprietes i), ii), iii) et iv) sont equivalentes. 


Exemples et proprietes 3-1-4 : 

Soit E un ensemble. 

1) e E est I’element neutre de (S(E ),. ) 

En particulier si n g N* et si E = {1,2,. ,n} alors e n est I’element neutre de 

(£.,-)■ 

2) Pour tout element a e S(E), la reciproque a -1 de a est I’inverse de a. 

3) (S(E), .) est un groupe multiplicatif appele le groupe symetrique associe a E. 

En particulier si n est un entier naturel non nul et si E = {1,2,. ,n } alors (5,,,.) 

est un groupe multiplicatif appele le groupe symetrique de degre n. 

4) S(E) est d’ordre fini si et seulement si E est un ensemble fini, et dans ce cas si 
\E\ = n alors \S(E)\ = nl. 

5) Pour tout entier naturel non nul n, le groupe S„ est d’ordre n\. C’est a dire : 

V/7 g N* : \S„\ = n\. 

6) Si E = 0 alors S(E) = 5(0) = {0} = { e 0 } est d’ordre 0! = 1 et par suite 5(0) est un 
groupe abelien. 

7) Si E est un singleton (c’est a dire si E est fini et si \E\ = 1) alors S(E) = { e E } est 
d’ordre 1! = 1 et dans ce cas S(E) est un groupe abelien. 

En particulier S 1 est un groupe abelien. 

8) Si E est une paire (c’est a dire si E est fini et si \E\ = 2) alors S{E ) est d’ordre 2! = 2 
et dans ce cas S(E) est un groupe abelien. 

En particulier S 2 est un groupe abelien. 

9) Si E contient au moins trois elements distints deux a deux alors S(E ) n’est pas 
abelien. 

En particulier: \/n e N* : n > 3 => S„ n’est pas abelien. 

Demonstrations : 

Si E contient au moins trois elements a,b et c distints deux a deux. 

Soient <r,r g S(E) definies par: 

j a(a) = b, o(b) = c, o{b) = c et cr(.x) = x : Vx g E - {a,b,c} 

1 r(a) = b, r(b) = a et t(x) = x : Vx g E - {a,b} 


Alors : 


(ar)(a) = a(r(a)) = o{b) = c 

=> (c 7i)(a ) ± (To)(a) 

(rcr)(a) = r(cr(a)) = z(b) = a 


or ± TO. 


Ce qui montre que S(E ) n’est pas abelien. 

10) supp(e E ) = 0. 

11) Soient a g S(E). 

a) supp(a) = 0 « a = e E . 

b) o(supp(o)) c= supp(o) (c’est a dire : V/ g supp(o) : o(i) g supp(o)). 

En effet : V/ g supp(a) : a(i) ± i => cr(a(/)) ^ a(i) => a(i) g supp(a). 

Done : a(supp(o)) a supp(a). 

c) Si a ± e E alors supp(a) contient au moins deux elements distincts. 

En effet: 

Puisque a ± e E alors supp(o) ± 0. Done sup(cr) contient au moins un element k. 

k g supp(a) => [o{k) ± k et k,a{k ) g supp(a)]. 

Ce qui montre que supp(a ) contient au moins les deux elements k et o{k) qui 
sont distincts. 
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d) suppia) = supp(o~ l ). 

En effet: 

cz ) Vz g suppia ) : cr(z) ^ z => a _ 1 (a(z')) ^ a _ 1 (z) => z =£ a _ 1 (z) / e suppia^ 1 ). 

Done suppia) cz supp(o~ x ). 

3 ) Vz g supp(o~ x ) : cr 1 (z) ± i => cr(cr _1 (z')) ± cr(z') => z ^ cr(z') => i g suppia). 

Done supp(a~ x ) c: suppia). 

Ce qui montre que suppia) = supp(o~ x ). 

12) Vcr,r g SfiT) : suppiaz) cz suppia) U suppiz). 

En effet: 

Supposons suppiaz) n’est pas inclus dans suppia ) Usw/z/zfr). 

Alors il existe element k g suppiaz) tel que k <£ suppia) U suppiz). 


k £ suppia) U suppiz) 


k <£ suppia) 
k £ suppiz) 


=> cr(£) = r(£) = k. 


( oz)(k ) = a{z{k)) = cr(A) = k => k <£ suppiaz). Ce qui est absurde. 

Ce qui montre que suppiaz) cz suppia ) U suppiz). 

13) Soientcr g S(£). 

a) Vi g N : supp(a k ) cz suppia). 

En effet: 

Montons par recurrence sur ieN que. 

- Pour k = 0 : 

supp{a k ) = suppia 0 ) = suppies) — 0 cz suppia). 

- Pour k- 1 : 

Supposons que suppia k ~ x ) cz suppia). 

- Pour k : 

Montrons qu’alors : supp{o k ) cz suppia). 

supp(o k ~ x o) cz suppia k 1 ) U suppia) cz suppia) U suppia) = suppia). 

Ce qui montre que : Vi g N : supp{o k ) cz suppia). 

b) Vi g Z : supp(a k ) cz suppia). 

En effet: 

- Si k > 0 : 

Alors : i g N => supp(o k ) cz suppia). 

- Si k < 0: 

Alors : -£ < 0 => supp{a~ k ) cz supp(a~ l ) = suppia). 

Done : suppia k ) = supp(ia k )~ l ) = supp(o~ k ) cz suppia). 

Ce qui montre que : Vi g Z : supp{o k ) cz supp(o). 

c) Vzz g (a) : supp(u ) cz suppia). 

En effet: 

Vzz g (a) : 3i g Z tq : u = a k . Alors : supp(u ) = suppia 1 ') cz suppia). 

14) Soient a,r g 5 , (£’). 

Si supp{a) et supp(z) sont disjoints (e’est a dire si suppia) Pi suppiz) = 0) aiors 
les quatres proprietes suivantes sont verifiers : 

i) suppiaz) = suppia) U suppiz). 

ii) or = Ter. 

iii) (a) n (t) = {e £ }. 

iv) Si de plus a et r sont d’ordres finis (en particular si de plus E est fini) aiors 
az est d’ordre fini et lor I = la I V Irl. 
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Demonstration : 

i) On a montrer dans le cas general que supp(oz) a supp(o) U supp(z). 

- Vx g supp(o) : x <£ supp(z) => r(x) = x => (or)(x) = cr(r(x)) = o(x) ± x 

=> x g supp(oz). 

Aiors : supp(o) a supp(oz). 

- Vx g supp(z) : r(x) g supp(z ) => r(x) £ supp(o) 

=> (crr)(x) = cr(r(x)) = r(x) ^ x 
=> x g supp(oz). 

Alors : supp(z) c= supp(oz). 

Done : supp(o ) U supp(z) a supp(oz). 

Ce qui montre que supp(oz) = supp(o) U supp(z). 

ii) Vx g E : 

- Si x g supp(a) : 

Alors a(x) e supp(o) => x,a(x) supp(z). 

Done : (or)(x) = cr(r(x)) = cr(x) = r(cr(x)) = (rcr)(x). 

- Si x g supp(x) : 

Alors t(x) g supp{z ) => x,r(x) £ supp(o). 

Done : (or)(x) = a(r(x)) = r(x) = r(cr(x)) = (rcr)(x). 

- Si x £ supp(a) et si x £ supp(x) : 

Alors :x £ suppip ) U suppip) = sup(or) = sup(rcr). 

Done : (or)(x) = x = (rcr)(x). 

Ce qui montre que or = za. 

iii) \fu g (a) n (z) : suppiu ) c= supp(o) fi suppiz) = 0 => u = eE- 
Done : (cr) n (r) = { e E }. 

iv) Supposons que o et z sont d’ordres finis (en particular si de plus E est fini). 
Puisque o,z sont d’ordres finis, or = za et (a) n (z) = { e E }. 

Alors (d’apres les proprietes de II 4)) az est d’ordre fini et \az\ = \a\ V |r|. 

15) Soient a g S(E) d’ordre fini (en particular E est fini), a g E et 
/ = g Z tq : o'(a) = ay. 

a) |cr | g / car cr |(l| (a) = eE(a ) = a. 

b) II existe un entier naturel non nul A tel que / = kZ. 

Demonstration : 

|cr| G I => / =£ 0. 

VzJ g / : o‘ +j (a) = (a l o j )(a) = o'(o'{a)) = a‘(a) = a => i +j e I. 

Vz g / : cr~'(a) = cr^'(cr'(a)) = (cr _I cr')(a) = e^(a) = a => -z g /. 

Done /est un sous groupe de (Z,+), par suite il existe un entier naturel A tel 
que / = &Z. 

[ |cr | g / eZ |cr| = 0] => / =£ {0} = 0Z => A: =£ 0. 

c) £verifie les trois proprites suivantes : 

i) cr A '(a) = a. 

ii) a,a(a),....,cr A ' _1 (a) sont distincts deux a deux. 

iii) { ap(a ),_ p k ~ l (a)} = {z(a) tq : z g (cr)^. 

Demonstration : 

i) k e kZ = I => a k (a ) = a. 

ii) Soient zj = 0,1, , A — 1 tels que : z > yet cr'(a) = o'(a). 

o'(a) = o'(a) => o~ J (o‘(a)) = o~ j (o J (a)) => (o~ j o‘)(a) = (o~'o J )(a) 

=> o~ J+l (a ) = ( o~ J+ J)(a ) => o-'V(a) = e£-(a) = a 
=> z —j g / = A:Z => 31 e Z tq : i -j = kl. 
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0<i-j<i<k-l <k^>0<kl<k^0<I< 1 => / = 0 . 

Done : i -j = £/ = £0 = 0 => z = j. 

Ce qui montre que a, a (a), a k ~ l (a) sont distincts deux a deux. 

iii) Posons A = { a,a(a ), ,o k ~ l (a )} et B = {r(a) tq : r e (cr)}-. 

c ) Vz = 0, 1,_ ,k— 1 :ff' e (a) => a '(a) e B. 


Done : A c B. 

=3 ) Vx g B : 3r g (ct> tq : x = r(a). 

Puisque r e <cr> alors il existe ;eZ tel que r = a 7 . 


j £ Z 3 /, i g Z tq \ 


j — kl + z 
0 < z < £- 1 


kl g KL — I => a kl (a) = a. 

Done : x = r(a) = cr 7 (a) = o kl+l (a ) = ( o l o kl )(a ) = o l (o kl (a)) = cr'(a) e ^4. 


Par suite B a A. 

Ce qui montre que : {zz,<7(a),....,<7* _1 (zz)} = A = B = {r(a) tq : r e (cr)}. 


Exemple 3-1-5 : 


Pour n = 11, cr = 


12345678 9 10 11 

74156238 11 10 9 


et a = 6 on a : 


a(6) 


(7(2) 


2, cr 2 (6) 

^ k = 4 et a 4 (6) 


d(4) = 5 et <7 4 (6) = (7(5) = 6. 


4, (7 3 (6) 

6 

Done : <( 6, cr(6) = 2, <7 2 (6) = 4, cr 3 (6) = 5 sont distints deux a deux 
{6,cr(6) = 2,cr 2 (6) = 4,cr 3 (6) = 5} = {t( 6) tq : t g (cr)^ 




3-2-Cycles : 


Definition 3-2-1 : 

Soientii un ensemble, k un entier naturel tel que k> 2 eta u a 2 , . ,a k des elements 

de E distincts deux a deux. On appelle £-cycle a u a 2 , . ,a k la permutation notee 

(ai,a 2 , . ,a k ) definie par: 

( a\,a 2 ,. ,a k ) : E —>■ E 

at 1 —> aj +1 si 1 < i < k - 1 


a k •—> a 1 

x i—> x si x £ {a\,a 2 , . ,a k }. 

On dit aussi que {a\,a 2 , . ,a k ) est un k- cycle ou un cycle de type £ou un cycle. 

Si k = 2 on dit que (a\,a 2 ) est une transposition. 


Exemple 3-2-2 : 

Pour n = 7 

* (2,7,4,3) est un 4-cycle. (2,7,4,3) 


1 2 3 4 5 6 7 
1 7 2 3 5 6 4 


* (2,4) est une transposition. (2,4) 


1 2 3 4 5 6 7 

1 4 3 2 5 6 7 
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Proprietes 3-2-3 : 

Soient E un ensemble et a = {a\,a 2 , . ,a k ) un cycle. 

1 ) supp{a) = {a\,a 2 , . ,a k }. 

2) V/ = : a,- = a' _1 (ai). 

3) o k (a\) = a\. 

4) G k = Cr- 

5) Le Ar-cycle a = (ai,« 2 ,.,«*) est d’ordre k. 

6) Vx,;; e supp(a) : 3r e (cr) tq : y = r(x). 

7) Vx e supp(a) : x,a(x), . ,o- A_1 (x) sont distints deux a deux. 

8) Vx g supp(a) : sup(cr) = {x,cr(x),.,cr AM (x)}. 

9) Vx g supp(o) : a = (x,cr(x),.,cr A_1 (x)). 

10) Pour k = 2 : cr = (ai,a 2 ) = ( a 2 ,a\ ). 

11) Si k > 3 alors pourtout entier naturel r g {2 ,....,k- 1}, 

cr = {a\,a 2 , . ,a k ) = (a\,....,a r )(a r , . ,a k ) 

12) cr -1 = (ai,a 2 ,.,«*)“' = (a k ,a k -i, . ,a i). 


. Alors x g supp(a). 


Demonstration : 

1) Posons A = {a\,a 2 , . ,a k }. 

• Vx g A : 3i = 1,. ,k tq : x = a,-. 

Donc^t cz supp(a). 

cr(x) = cr(a ; ) = a i+ i ± a,- = x si z ^ A: 

cr(x) = cr(a,) = cr(a/t) = ai ^ a k = a, = x si z = A: 

Donc^t cz supp(a). 

• Vx g E -A : cr(x) = x => x £ supp(a). 

Done supp{a) cz ^4. 

Ce qui montre que suppip) = ^4 = {ai,a 2 ,. ,0*}- 

2) Posons I = {j = 1, . ,k tq : a, =/= cr' 1 (a,)} et supposons que / est non vide. 

Soit j le plus petit element de /. 

ai = g£-(ai) = cr°(ai) = cr 1_1 (ai) => 1 £/=>y*l=>y>2=>y-l>l. 

Puisque j - 1 g / (car j -l < j) et puisque j - 1 > 1 alors : 

a/-i = cV _I_1 (ai) = crA 2 (ai). 

Par suite on a : a/ = cr(a,_i) = cr(cr/ -2 (ai)) = (crcr/ _2 )(ai) = cV _1 (ai) => j & I. 

Ce qui est absurde. Done : / = 0. 

Ce qui montre que : Vz = 1,2, . ,k : a t = c7 /_1 (ai). 

3) o k (a \) = (crcr A_1 )(ai) = cr(cr A_1 (ai)) = cr(a/r) = a\. 

4) Soit x un element quelconque de E. 

- Si x g supp(a) : 


Alors :x £ supp(o k ) (car supp{o k ) cz supp(a)). Done : cr A (x) 


e E (x). 


- Si x g supp(o) : 

3/ = 1,., A: tq : x = ai. 

Alors : cr A (x) = G k {ai) = cr A (cr' _1 (ai)) = (cr A cr' _1 )(ai) = (cr' _1 cr A )(ai) = cr M (cr A (ai)) 
= cr M (ai) = a, = x 
= e^(x). 

Done a k = e E . 
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5) • Vz = 1,2,. ,k- 1 : <y'{a\) = o' +l = 0;+i * a\ = e E (a i). Alors : o' ± e E . 

Done : |cr| > k. 

• a k = e E => \o\k\ => \a\ > k. 

Ce qui montre que \a\ = k. 

6) Vx,y e supp(o) : 3 ij =1,2,. ,k tq : [x = a, et _y = a/]. 

x = a, = cr' _1 ( a i) => 0i = cr 1_ '(x). 

Done : y = dj = cr ;_1 (0i) = cr 7 " -1 (cr I— *(x)) = (cr 7_1 cr 1_! )(x) = cr 7 ”'(x). 

II suffit de prendre r = o j ~' g <<r> et on a : y = r(x). 

7) Soitx un element de supp(o) et soient i,j = {l,...,k-l} tels que i ± j. 

x g supp(o ) => 3r g <cr) tq : x = r(ai) (d’apres 6)). 

Alors : cr'(x) = cr'(r(ai)) = (cr'r)(ai) = (rcr')(ai) = r(cr'(ai)) = r(a,+1) 

^ r(a/+i) = z(o J (a \)) = (to')( a i) = (oh)(a i) = <7 y (r(ai)) = cV(x). 

Ce qui montre que : Vx e supp(o) : x,o(x), .,<7 A_1 (x) sont distints deux a deux. 

8) c ) Vy e supp(o) : 3r e <cr) tq \ y = r(x). 

Puisque o est d’ordre Valors il existe i = 1,2,. ,k- 1 tq : r = o'. 

Done y = o‘(x) e A. 

Alors : supp(o ) cz A. 

3 ) Puisquex e supp(o) alorsx,cr(x),. ,o k ~ l (x) e supp(o). 

Done : A cz supp(o). 

Ce qui montre que : supp(o) = A = {x,<r(x),. ,ct* - 1 (x)}. 

9) Soient x un element quelconque de supp(o ) et r = (x,a(x),.,<7* _1 (x)). 

VysE: 

- Si y £ supp(c) : 

Alors (d’apres 8)) :y £ {x,o(x), . ,o k ~' (x)}. Done : o(y ) = y = r(y). 

- Si y g supp(a) : 

Alors (d’apres 8)) :y e {x,o(x), . ,o k ~ x (x)}. 

Done : 3/ = 1,2,. ,k- 1 tq : y = o'(x). Par suite : 

• Si i =£ k - 1 : 

o(y) = cr(cr'(x)) = (crcr'Xx) = cr !+1 (x) = r(cr'(x)) = r(y). 

• Si i = k - 1 : 

o(y) = o(o‘(x)) = (acr')(x) = cr A ' _1+1 (x) = o k (x) = x = r(cr A_1 (x)) = r(cr'(x)) 

= r(y). 

Ce qui prouve que : o = t = (x,u(x),. ,o k ~ l (x)). 

10) Pour k = 2 : 

Puisque (d’aprres 1 ))a 2 e supp(o) = {ai,a 2 > alors (d’aprres 9)) : 

o = (a i,a 2 ) = (a 2 ,cr(a 2 )) = (a 2 ,ai). 

11) Supposons que A: > 3 et soit r un element quelconque de I’ensemble {2 k- 1}. 

Posons : u = (a\, _ ,a r ) et v = (a r ,. ,ak) 

Vx g E : 

- Si x £ supp(a) : 

Alors : (uv)(x) = tz(v(x)) = u(x) = x = cr(x) => cr(x) = (uv)(x). 

- Si x g supp(a) : 

Alors : 3/ = 1,. ,k tq : x = a,-. 

• Si i < r - 1 : 

Alors : a(x) = a(a,) = a ; +i = zz(a ; ) = w(v(a/)) = (zzv)(cz,) = (tzv)(x). 

• Si r < i < k - 1 : 

Alors : a(x) = a(a,) = a,+i = w(a ; +i) = zz(v(a,)) = (wv)(a,) = (zzv)(x). 
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• Si i = k : 

Alors : cr(x) = cr(a,) = u(ak) = a 1 = u(a r ) = w(v(aA-)) = ( uv)(ak ) = (wv)(a,) 
= (wv)(x). 

Done : cr = (ai,a 2 ,. ,«a) = uv = (a 1 ,_,a,)(a,-,. ,«a) 

12) Posons t = (ak,ak- 1 ,.,ai). 

Vx g E : 

- Si x £ supp(a) : 

Aiors : (rcr)(x) = r(cr(x)) = r(x) = x = e,E-(x). 

- Si x g supp(a) : 

Alors : 3/ = 1,. ,k tq : x = a,-. 

• Si i < k - 1 : 

Alors : (rcr)(x) = r(cr(x)) = r(cr(a/)) = r(a,-+i) = a, = x = e^(x). 

• Si i < k : 

Alors : (rer)(x) = r(cr(x)) = r(cr(a/)) = z(o(ak)) = r(ai) = a* = x = £e(x). 
Done \ tg = e E <r _1 = (ai,a 2 ,.,aA) _1 = t = (ak,a k -u .,«i). 


Exemple 3-2-4 : 

Pourn =11, soit g = (2,11,4,7,3,8). 

• suppG = supp{{2, 11,4,7,3,8)) = {2,11,4,7,3,8}. 

• 2 = cr°(2), 11 = <t 1 (2), 4 = (7 2 (2), 7 = a 3 (2), 3 = a 4 (2) et 8 = tf 5 (2) 

• |cr | = 6. 

. a = (2,11,4,7,3,8) = (11,4,7,3,8,2) = (4,7,3,8,2,11) = (7,3,8,2,11,4) 
= (3,8,2,11,4,7) = (8,2,11,4,7,3). 

. a = (2,11,4,7,3,8) = (2,11)(11,4,7,3,8) = (2,11,4)(4,7,3,8) 

= (2,11,4,7)(7,3,8) = (2,11,4,7,3)(3,8). 

. a- 1 = (2,11,4,7,3,8)- 1 = (8,3,7,4,11,2). 

Corllaire 3-2-5 : 

SoitZT un ensemble. Si g = (a i,. ,ak) est un cycle alors : 

k -1 

o' = n (*.«»!) = ( a\,a2){a2,az ).( ak-\,ak ). 

7=1 


Demonstration : 

Montrons par recurrence que pour tout entier naturel /c > 2 et pour tout £-cycle 

*-l 

CT = (flfl, .,77a) e 5'(£’), a = n («/,«»! )■ 

7=1 


- Pour k = 2 : 


Soit (j = (ai,.,aA-) e 5 , (£’). 

1 2-1 A'-l 

<7 — (ai,.,a A ) = (ai,a 2 ) = HI ( a h a M ) = ]}{[(«/,<at/+i) = fl )■ 

7=1 7=1 7=1 


- Pour k- 1 : 

Supposons que pour tout (k- l)-cycle cr = (a u . ,a k ~i) e ,S(£) on a : 

k-2 

(7 = (ai,., flA-i ) = Uia h a M ). 

7=1 
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- Pour k: 

Montrons qu’alrs pour tout £-cycle a = (01,.,0*) e S(E) on a : 

k -1 

a = (01,. ,ak) = Y\(ai,a i+ \). 

i=\ 

Soit a = (ai,.,0*) un k-cyc\e quelconque de 5’(£'). 

D’apres la propriety 11) du theoreme 3-2-4, a = (ai,...,a A ) = (ai,...,a A -i)(a A -i,a A ). 
D’apres I’hypotese de recurrence, on a done : 

k- 2 *-l 

a = (ai,... ,a A ) = (a,-, a*+i) (a*-i, a*) = Y\(ai,a i+ \) = (01,02X02,03).(a A _i,a A ). 

i=l i=l 


Exemple 3-2-6 : 

Pour n = 11, soit cr = (2,11,4,7,3,8). 

(7 = (2,11,4,7,3,8) = (2,11) (11,4) (4,7)(7,3)(3,8). 

Corllaire 3-2-7 : 

Soit un ensemble. Un cycle quelconque de S(E ) est un produit de transpostions. 

En effet: 

Soit a un cycle quelconque de S(E). 

II existe alors des elements a i,..,a A de E distincts deux a deux tels que a = (ai,...,a A ). 

k- i 

D’apres le corollaire 3-2-5, cr = ]”[(«,•,a ; +i) = (ai,a 2 )(a 2 ,« 3 ).(a A _i,a A ). 

i=l 

Done a est le produit des transpostions ( 01 , 02 ),( 02 , 03 ),.,(a A -i,a A ). 

Lemme 3-2-8 : 

Soient E un ensemble, a e 5(77) d’ordre fini (en particulier E est un ensemble fini).et a 
un element quelconque de super. 

II existe un entier naturel non nul k et un seul tel que : 

j 0 , 17 ( 0 ),.,cr^ 1 ( 0 ) sont distincts deux a deux 

I a k (a) = a 

Demonstration : 

- Existence : 

Soit/= -Q e N* tq : a'(a) = ay. 

a\°\a) = es(a ) = a => |cr| e / => / 3fc 0. Soit k le plus petit element de /. 

• k g I => cr A ’(a) = a. 

• Supposons qu’il existe deux elements / ety de {0,1} tels que i > j et 

a‘(a) = a J {a). 

Alors : o^{o'{a)) = o~ j (o'(a)) => (a^a l )(a) = => a l ~ J (a ) = e£(a) = a. 

Done : i-j e I (car i-j e N* et a H (a) = a) => i-j > k. 

Par suite : k < i -j < i < k- 1 < k. Ce qui est absurde. 

Ce qui montre que a = a 0 (a) = es{a), < 7 ( 0 ),., a k ~ l ( a ) sont distincts deux a deux. 
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- Uncite : 

Soit h un entier naturel non nul quelconque tel que : 
j a, cr(a),., o h ~ l (a) sont distincts deux a deux 

[ o h (a) = a 

[/? g N* et o h (a) - a] =>hel^>h>k. 

Supposons que h > k. Alors : k e {1,. ,h - 1} => a ± o k (a) = a. 

Ce qui est absurde. Done h = k. 

D’ou I’unicite de rentier naturel A tel que : 

I a,o-(a),. ,ct k ~ l (a) sont distincts deux a deux 

] o k {a) = a 


Theoreme 3-2-9 : 

Soient E un ensemble, a e S(E) d’ordre fini (en particulier E est un ensemble fini).et a 
un element quelconque de super. 

Pour que o soit un cycle il faut et ii suffit que : Vx e supp(a ) : 3r e (a) tq : x = r(a). 

Demonstration : 

=>) Si a est un cycle : 

Alors (d’apres la propriety 2-3-3-6)) : Vx e supp(o ) : 3r g (o) tq : x = r (a). 

<= ) Si on a : Vx g supp(a) : Bt g (o) tq : x = x(a) : 

D’apres le lemme 3-2-8, il existe un entier naturel non nul A tel que : 

J a, (7(a),., o k ~ x (a) sont distincts deux a deux 

[ o k (a) = a 

• Montrons que supp(o) = {a,o{a), . ,o k ~ l {a)}. 

c)Vxg suppip ) : 3r g (a) tq : x = r (a). 

i — kq + i 

t g (a) =^> 3j g Z tq : t = o J . 3 q,i g Z tq : < 

1 0 < / < A- 1 

o k (a ) = a => a g suppo k 

=> a <£ (suppa k ) q = suppo kq (car ( suppa k ) q a suppa k ) 

=> o kq (a ) = a. 

Done : x = r(a) = o'{a) = o kq+l (a ) = o' +kq (a ) = (o‘o kq )(a) = o l (o kq (a)) 

= cr'(a) g {a,a(a),.,cr* _ 1 (a)}. 

Par suite suppo a { a,o(a ),. ,cr* _1 (a)}. 

3 ) Vx g {a,cr(a),.,cr A ' _1 (aO} : 3/ = 0,_1 tq : x = cr'(a). 

- Si i ± k - 1 : 

cr(x) = cr(cr'(a)) = (crc7')(a) = cr ' +1 (ez) ± o'(a) = x => x g suppo. 

- Si i = k - 1 : 

cr(x) = cr(cr A ' _1 (a)) = (crcr* -1 )(a) = cr A ’(a) = a ^ cr A ' _1 (a) = x => x g suppo. 

Par suite {a,o{a), . ,o k ~ l {a )} ez suppo. 

Oon a alors : suppo = { a,o(a ),. ,o k ~ l (a)}. 
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• Montrons que a = ( a,a(a ),. ,a k ~\a)). 

Posons z = (a,a(a), . 

Vx e E : 

-Six £ supp(o) = {a,a(a),.,a k ~ 1 (a)} : 

<7(x) = x = r(x). 

- Si x g supp(o) = {a,o(a),.,o k_1 ( a )} : 

3/ = 0,1 tq\x = a'(a). 

* Si i =£ k - 1 : 

cr(x) = cr(cr'(a)) = (acr')(a) = <7 ,+1 (a) = r(cr'(a)) = r(x). 

★ Si i = k - 1 : 

cr(x) = a{a k ~ x {a)) = (a<7 A_1 )(a) = cr A (a) = a = z (a k ~ l (a)) = r(x). 
Par suite a = z = (a,cr(a),.,cr A ' _1 (a)). 

Ce qui montre que a est un cycle. 

Corollaire 3-2-10 : 

Soient E un ensemble fini et a e S{E). 

Pour que a soit un cycle il faut et il suffit que : 


suppa ± 0 

g sup a : 3 z e (a) tq : y — z{x) 


Demonstration : 

=^>) Si a est un cycle : 



) Si supp(a)^ 0 et si on a : Vx,y e suppa : 3 t g (a) tq : y = x(x) : 

Puisque suppa ± 0, il existe un element a g suppa. 

Par suite on a : Vx g suppa : 3r g (a) tq : x = z(a). 

D’apres le theoreme 3-2-9, a est un cycle. 

3-3-Decomposition d une permutation : 

Definition et notation 3-3-1 : 

Soient E un ensemble, a une permutation de E et A une partie de E. on dit que A est 
une partie stable de E par a si on a a(A) = A, et dans ce cas on note par a A 
(’application suivante : a A : E —*■ E 


x —* cr .4 (x) = cr(x) si x g A 
x —► (7.4(x ) = x si x <£ A. 


Remarque 3-3-2 : 

Soient E un ensemble, a une permutation de E et A une partie de E. 

1) Si A est finie alors A est une partie stable de E par a si seulement si a(A) cz A. 

2) Si E est fini alors A est une partie stable de E par <7 si seulement si a(A) cz A. 
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En effet: 

1) Supposons que A est finie. 

=> ) Si A est une partie stable de E par a : 

Alors : g(A) = A c= A. 

<= ) Si o(A) c A : 


f a (A) c ^ 

| MMOI = Ml 


=> g(A) = A. Done A est une partie stable de E par a. 


2) Supposons que E est fini. 

Puisque E est un ensemble fini et puisque A est une partie de E alors A est finie. 
Par suite (d’apres 1)), A est une partie stable de E par a si seulement si g(A) c A. 


Proposition 3-3-3 : 

Soient E un ensemble et a une permutation de E. 
Si A est une partie de E'.stable par a alors : 

1) ga est une permutation de E. 

2) suppo a c A. 

3) A est une partie de E. stable par o A . 


Demonstration : 


1) ★ Vx,y e E tq : x ± y. 

- Si x,y e A : 

g a (x) = g(x) ± a(y) = a A (y ) => o A (x) * a A (y). 

- Si x,y g A : 

g a (x) = X ± y = g A ( y ) => ga(x) * a A (y). 

- Si x e A et y ^ A : 


| g a (x) = cr(x) g g(A) = A 
[ & A (y) = y <£ A 


=> ga(x) * G A (y). 


-Six ^ Aety g A: 

j g a (x) = x £ A 
| cm(» = o{y) e g(A) = A 


=> < 7.4 0 ) ( 7.4 0 ). 


Done cr .4 injective. 

★ Vy g E : 

- Si y g A : 

Alors : y £ A = g(A) => [3.x- g ^4 tq : cr(x) = y] 

=> [3x e A a E tq : g A { x) = y~\. 


- Si y g A : 

Alors : <74 (y) = JV- 

Done (74 surjective. 

Ce qui montre que g a est une permutation de E. 

s~iA y'-'isup04 

2) Vx g : x g ^4 => cr .4 (x) = x => x £ sup < 7.4 => x g 

sup (7^ 

. . *~iA s-Viupo A ritf . 

Alors : c= => L/ £ cz => sup (74 cz ^4. 

3) < 74 ( 44 ) = g(A) = A. Done ,4 est une partie de ii.stable par ( 74 . 
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Exemple 3-3-4 : 

„ . f 123 4 5678 9 

Pour n = 11, soient cr = 

^197 10 4638 11 

A = {1,2,3,7,9,11} et B = {3,6,7,11}. 

1) A est stable par a 

2) B n’est pas stable par a. 

12345678 9 10 11 

19745638 11 10 2 


10 11 
5 2 


3) (7a = 


Demonstration : 

1 )a(A) = {cr(l),cr(2),cr(3),cr(9),cr(7),(j(ll)} = {1,9,7,11,3,2} = {1,2,3,7,9,11 } = A. 

Done A est stable par a. 

2) a(5) = {cx(3),(7(6),<7(7),(7(11)} = {7,6,3,2} = {2,3,7,6} * B. 

Done B n’est pas stable par a. 

,1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

° A ' <7(1) <7(2) 0(3) 4 5 6 a(7) 8 (7(9) 10 (7(11) 


12345678 9 10 11 

19745638 11 10 2 


Proprietes 3-3-5 : 

Soient E un ensemble, A une partie quelconque deE, M = {cr g S(E) 
et (p A (’application (’application de M vers M lui meme par: <p A : M - 

a i—> 

1) At est un sous-groupe de S{E). 

2) Si cr est une permutation de E et si A est stable par a alors : 

a) V/ e Z : A est stable par a 1 . 

b) Vr e (a) : A est stable par r. 

3) (p A est un homomorphisme. 

4) Si a est une permutation de E et si A est stable par a alors : 

a) V/ g Z : (o i ) A = (a a) 1 . 

b) Vr g (cr) : z A e (a A ). 

Demonstration : 

1) • ce(A ) = {eE(a) tq : a g ^4^- = -{a tq : a g ^4^- = A^eE£A4=>A4j=0. 

• Va,r g 7V4 : (cft)(A) = a(r(A)) = a (A) = A => or g A4. 

• V<7 g A4 : cr^ 1 ^) = cr_1 ( c7 (^)) = (f 7 ^^)!^) = &e(A) = A =±> cr^ 1 g A4. 

Done A4 est un sous-groupe de S(E). 

2) Supposons que a est une permutation de E et que A est stable par a. 

a) V/ g Z : 

Puisque A est stable par a alors a g M. Done cr' g M. 

Ce qui montre que A est stable par cr'. 

b) Vr g (cr) : 3/ g Z tq : z = a'. 

Alors (d’apres a)) A est stable par cr' = z. 


tq : a(A) = Ay 
M 

<p A (cr) = (7 a- 
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3) Vct,t g M : 

Va g E : 

- Si a g A : 

[<^(or)](a) = (err) 4 (a) = (or)(a) = cr(r(a)) = g(za(ci)) = o^(r^(a)) 

= ((7 at a) (a) 

= [^(a)^(T)](a). 

- Si a ? A: 

[<^ 4 (crr)](a) = (crr) 4 (a) = a = za{ci) = ga(za(<z)) (car r^(a) = a £ A) 

= (<<7 at a) (a ) 

= [^(cr)^4(r)](a). 

Done (pa(cjt) = (p A {o)(p a {t). 

Ce qui prouve que est un homomorphisme. 

4) Si a est une permutation de E et si A est stable par a alors : 

a) Vi g Z : 

Puisque ,4 est stable par g alors g g M. 

Puisque cp A est un homomorphisme de M vers M lui meme alors, 

(a‘) A = <PA° 0 = < Pa(g y = (g a )‘. 

b) Vr g (g) : 3i <= Z tq : r = u'. 

Alors (d’apres a)) r 4 = (a')^ = (cr^)' e (a a). 

Notation 3-3-6 : 

Soient E un ensemble et g une permutation de E. Si g ± e E on note par R a la relation 
definie dans suppiyz ) par: Vx,y g supp{G ) : 3 z g (g) tq : y = z(x). 

Proposition 3-3-7 : 

Soient E un ensemble et g une permutation de E. Si g * e E , R a est une relation 
d’equivalence dans supp{G). 

Demonstration : 

• Vi g supp{G ) : \_e E g (g) et x - e E (x) ] => xR„x. Done R a est reflexive. 

• Vx,y g supp(G) tq : xR a y. II existe z e (g) tel que y = z(x). 

Done z~ l g (<t) etx = r _1 (y), par suite yR a x. 

Ce qui montre que R a est symetrique. 

xR a y 

• Vx,y,z g supp{G ) tq : < ’ .11 existe z,u g (g) tel que 

[ yRoz 

Alors : az g (g) etz = u(y ) = u(z(x)) = {uz)(x). Done : xR c z. 

Ce qui montre que R a est transitive. 

Puisque R a est reflexive, symetrique et transitive alors R a est une relation 
d’equivalence dans supp{G). 


\ y = *(x) 

] z = u(y) 


Proposition et definition 3-3-8 : 

Soient E un ensemble fini et a une permutation de E Si g ± e E alors les quatres 
proprietes suivantes sont verifiees : 

1) VA g supp(G) / R a \ A est stable par g. 

2) \/A g supp(G) / R a : g a est un cycle de support.^. 

C’est a dire : VA e suppiyz ) X R a : suppG a = A. 
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3) VA e supp(a) / R a : a A est un cycle de supports. 

4) VA,B e supp(a) / R a : A ± B => suppa a fl suppas = 0. 

5) \/A,B g supp(p ) / R a A ± B gaGb = obOa- 

6 ><t = n (74 . Cette egalite est appelee la decomposition de g en produit de 

AEsupp((j)PR c j 

cycles de supports disjoints. 


) Vx g A 


(7.4 (x) = cr(x) ^ X 


X 


SUpp{o a) ■ 


Demonstration : 

1) VA g supp(a) / Ra : 

Vx g A : cr(x) = er(x) => xR c g(x ) => cr(x) g ^4. 

Alors : g(A) a A => cr(^4) = ^4 (car ,4 est un ensemble fini). 

Done A est stable par a. 

2) VA g supp(a) >/ Ra : 
r 

x g suppip ) => cr(x) ^ x 
(7.4 (x) = ct(x) 

Done : ^4 c supp(oa)- 

3 ) Supposons que supp(p A ) n’est pas inclus dans 4. 

Alors il existe un element x g suppip a ) tel quex g 4. 

x ^ 4 => ( 7 . 4 (x) = x => x £ suppipA )■ Ce qui est absurde. Done : suppipA ) 
Ce qui montre que supp{p A ) = 4. 

3) V4 g suppip) y Ra : 

Vx,.y g supp{ga) : x,.y g ^4 => xi?^ => [3r e <cr> tq : y = r(x) ] 

=> [3/ g Z tq : y = cr'(x)] => [3/ g Z tq : y = (cr. 4 )'(x)] 

=> [3/ g Z tq : y = g‘a (x )] => [3r g (cr. 4 ) tq : y — r(x)]. 
Done ( 7.4 est un cycle de supports. 

4) VA,B g supp(p ) ,/ R a :^44fc5=>y4n5 = 0=> suppipA) fl supp(p b ) = 0. 

5) V/4,2? g suppiyG ) S Ra '■ A ± B suppipA ) fl supp(Gs) = 0 (d’apres 4)) 

=> OaGb = ObGa- 

6 ) - Si supp(o) X R s contient un seul element M : 

Vx g E : - Si x £ supp(a) = M : 

f n 

\AEsupp(o)SR a 


A. 


cr(x) = x = Gm(x) 

Si x g supp(a) = M 

cr(x) = x = gm(x ) = 


(x). 


r 


n 

£supp(<j)SR„ 


(x). 


Done: cr = ]”[ g a . 

A€.supp{o)ZR a 

- Si supp(a) ,/ R c contient aux moins deux elements : 

Vx g E : - Si x £ supp(c) : 

Alors : VA g supp{G ) X R a : <7.4 (x) = x. 


Done : cr(x) = x = 


II °a ](x). 

.AEsupp(u)ZRa 
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- Si x e supp(a) : 

II existe un element M e supp(a ) / R a tq : x e M. 

xe¥=> om(x) = cr(x). 

VA e supp(o) / R a - { M } : x g M (car MdA - 0) => cr.,i(x) = x. 


Par suite : 


r 


n ^ 

\A&supp(a)/R„-{M} 


(x) = X. 


Done : cr(x) = om 


( 


n (x) 

\a &supp(o)/R a -{M} 


= I Om n ](x) 

\ A&supp(o)/R a -{M} 

= f n ](x). 

\A£supp(a) l /R„ 


Ce qui montre que : a = f~[ a A - 

A&supp(o)SRa 


Corollaire 3-3-9 : 

Soit E un ensemble fini. Si E contient au moins deux elements alors on a les quatres 
proprietes suivantes : 

1) Toute permutation de E se decompose en produit de cycles. C’est a dire toute 
permutation de E est un produit de cycles. 

2) Le groupe S(E) est engendre par I’ensemble des cycles de E. 

3) Toute permutation de E se decompose en produit de transpositions. C’est a dire 
toute permutation de E est un produit de transpositions. 

4) Le groupe S(E) est engendre par I’ensemble des transpositions de E. 

Demonstration : 

1) Soit a une permutation quelconque de E. 

- Si a = eE : 

Soient a et b deux elements quelconques distints de E. 
a = eE = (a,b)(a,b) se decompose en produit des deux cycles (a,b) et (a,b). 

- Si a ± e£ : 

D’apres la proposition precedente, a se decompose en produit de cycles. 

2) Puisque tous les elements de S(E) se decomposent en produit de cycles alors 
le groupe S(E) est engendre par I’ensemble des cycles de E. 

3) Puisque toute permutation de E se decompose en produit de cycles et puisque 
tout cycle se decompose en produit de transpositions alors toute permutation de 
E se decompose en produit de transpositions. 

4) Puisque tous les elements de S(E) se decomposent en produit de transpositions 
alors le groupe S(E) est engendre par I’ensemble des transpositions de E. 
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Definition 3-3-10 : 

Soientii un ensemble, a une permutation de£ et k\,....,k r des entiers naturels tels 
que k\ >....> k r >2 On dit que a est de type (k\,..,k r ) s’il existe des cycles o\,..,o r 
de type respectivement k\,....,k r de supports disjoints deux a deux tels que : 

<7 = (Ti.C 


Theoreme 3-3-11 : 

Soit E un ensemble fini. Toute une permutation de E distinct de e E admet un type et 
un seul. 

Demonstration : 

Soit c une permutation de E distinct de e E . 

- Existence : 

Soientii i,..,A r les elements de supp(A ) ,/ R a tels que \A\\ > .> \A r \. 

Vi = 1,. ,r : posons k, = \A t \ et c,- = a Ar 

Puisque a A , est un cycle de supports, alors : k, = \A t \ > 2. 

Alors k] >....> k r > 2 et ci,..,c r des cycles de supports^!,.., A r disjoints deux a 
deux tels que c = Y\ &a = o Al . o Ar = ci.c,-. 

A&supp(a)/R a 

Done c est de type (k\, . ,k r ). 

- Unicite : 

Soit (hi,..,h s ) un autre type de a. 

Alors h i >.> h s > 2 et il existe des cycles r i t s de types hi,....,h s de 

support disjoints deux a deux tes que c = r,. t s . 

Vz = 1,. ,s : posons B, = suppiji). 

Montrons que : {Ai,....,A r } = 

Posons U = {Ai,....,A r } et V = {Bi,....,B s }. Uet V sont deux partitions de supp(a). 

<= ) Vi = 1,. ,r : 

Soit a e A,-. 

Puisque V est une partition de supp(p ) alors il existe j = 1,. ,5 tel que a e B h 

Montrons que A t = Bj e V. 

V.r e supp(a) : 

x e Aj c=> xR a a <=> 3p £ Z tq : x = a p (a) = (ti. r s ) p (a) = (t p .rf)(a) 

= * P j (a) 

« x e Bj. 

Done Aj = Bj a V. 

Alors : U c V. 

=>) Vy = 1,. ,5 : 

Soit b <= Bj. Puisque U est une partition de sup(c) alors il existe i = 1,. ,r tel 

que b e A,. 

Montrons que Bj = A t . 

Vx e supp(a) : x e Bj <=> 3p e Z tq : x = ( Tj) p (a ) = ( z p _ r p )(a) = (ri. z s ) p (a) 

= o p (a ) 

xR a a 

« x e A t . 

Done Bj = At c= U. 

Alors : V a U. 
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,\B r \) = (h u 


Par suite : {Ai,....,A r } = U = V = {Bi,....,B s }. 

Ce qui montre que : J ' 

| (k\, — ,k r ) = (\Ai\, — ,\A r \) = (|5i 




Proposition 3-3-12 : 

Soit E un ensemble fini. Si a est une permutation de E de type (k\,..,k r ) alors I’ordre 

r 

de a est egal au p.p.c.m de k\,..,k r (c’est a dire |cr| = y ki). 

i’=l 


Demonstration : 

Si a est une permutation de£ de type (k\,..,k r ) alors il existe des cycles oi,..,o r de 
type respectivement k\,....,k r de supports disjoints deux a deuxtels que : 

<7 — (7 l.(T r . 

Puisque o\,..,o r sont des permutatios de E de supports disjoints deux a deux alors : 

r r 

M = |<Tl. Or\ = VM = V k i- 

i= I i=l 


Exemple 3-3-13 : 

Soit E un ensemble fini. 


★ Pour n = 18, soit 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

5 7 2 1 8 9 10 4 18 15 6 3 13 16 12 


16 17 18 
14 17 11 


r 


On a : < 




a(l) = 5, cr(5) = 8 , cr ( 8 ) = 4, a( 4) = 1 

cr(2) = 7, ct(7) = 10, (7(10) = 15, a(15) = 12, a(12) = 3, a(3) = 2 

( 7 ( 6 ) = 9, a(9) = 18, a(18) = 11, ( 7 ( 11 ) = 6 

(7(14) = 16, a(16) = 14 

(7(13) = 13, ct(17) = 17 


Done : a = (1,5,8,4)(2,7,10,15,12,3)(6,9,18,11 )(14,16) 

= (2,7,10,15,12,3)(1,5,8,4)(6,9,18,11)(14,16). 

Ce qui montre que a est de type (6,4,4,2) et a est d’ordre 6V4V4V2 = 12. 

* Pour tout entier naturel k > 2, les permutations de E de type (k) sont les ^-cycles. 

★ Les permutations de E de type (2) sont les transpositions. 


3-4-Signiature d une permutation : 

Definition 3-4-1 : 

Soient E un ensemble fini et a une permutation de E. 

- Si a * e E de type (ki,....,k r ) : 

On appelle signature de a le nombre note s(a) defini par: 

t k i~r 

s( a ) = (-1)1=1 = (-l)V EK-r 
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- Si a = eE : 

On dit que a = es est de signature 1 et on note e(e £ ) = 1. 

- Si e(o) = 1 : 

On dit que a est paire. 

- Si e(o) = -1 : 

On dit que a est impaire. 


Notation 3-4-2 : 

Si E est un ensemble fini alors I’ensemble des permutations paires de E est 

note A(E). En particulier si n est un entier naturel non nul et si E = {1,. ,n}, 

alors A(E) est note A n . 


Exemple 3-4-3 : 

Soit E un ensemble fini. 

1) Pour n = 18, soit 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

5 7 2 1 8 9 10 4 18 15 6 3 13 16 12 14 17 11 

On a vu que a est de type (6,4,4,2). Done e(<j) = (_l) 6+4+4+2 “ 4 = (-1) 12 = 1 

Done a est paire. 

2) Si a est une permutation de E de type (4,2,2).alors : 
e(c t) = (-l) 4+2+2 ~ 3 = (- 1 ) 5 = -l Done o est impaire. 

3) Pour tout entier naturel k > 2, les ^-cycles de E sont des permutations de signature 
(-1)* -1 . C’est a dire si k > 2 et si a est un ^-cycles de E alors e(a) = (-1)* -1 . 

4) Les transpositions de E sont tous impaires. C’est a die si a est une transposition 
de E alors e(cr) = -1. 

5) Soient k un entier naturel tel que k > 2 et a un £-cycle de E. 

• Si k est paire alors a est impaire. 

• Si k est impaire alors a est paire. 

• a est paire si seulement si k est impaire. 

• a est impaire si seulement si k est paire. 



Poprietes 3-4-4 : 

Soit un ensemble fini. 

1) e est une application de S(E) vers I’ensemble {1,-1} (qui est surjective si 
seulement si \E\ > 2). 

2) Pour tout entier naturel non nul n, e est une application de S n vers I’ensemble 
{1,-1} (qui est surjective si seulement si n ± 1). 

3) Si Mest un ensemble non vide de cycles de E de supports disjoints deux a deux 

alors M est fini et el n a ) = Y\ £ ( a )- 

VceM J aeM 

4) Si <7i,..,o> sont des cycles de E de supports disjoints deux a deux alors : 

£ (tl a < j = ri £ (^). 

\i= 1 J i= 1 

5) Si a et r sont des permutations de E de supports disjoints alors : s(oz ) = s(o)s(t). 

6) Si a\,..,ak,a.k+\ sont des elements de E distincts deux a deux alors : 

e({a\,..,ak){ak,ak+\)) = -e((a\,.. ,au)). 
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7) Soient a\,..,a k des elements de E distincts deux a deux. 

i) s((a\,..,a k )(a\,a 2 )) = -e((a\,..,a k )). 

ii) s((a\,..,a k )(ai,a k )) = -s{{a\,..,a k )). 

iii) Si k > 3 et si 2 -< r < k alors : s((a i, . ,a k )(a\,a r )) = -e((a i,_ ,a k )). 

8) Si a est un cycle de E et si u est une transposition de E alors s(ou) = -e(o-). 

9) Soient o,t deux cycles de E de supports disjoints et u une transposition de E. 

10) Si a est une permutation de E et si u est une transposition de E alors 

s(ou ) = -e(cr). 


Demonstration : 

1) • Va e S{E ) : 

- Si a = eE : 

e(cr) = s{e E ) = 1 e {1,-1}- 

- Si a ± eE : 

t k rr 

Soit (k\,..,k r ) le type de a. e(a) = (-1)/=1 e {1,-1}. 

Done s est une application de S(E) vers I’ensemble {1,-1}. 

• - Si |E|= 0 ou |E|= 1 :: 

Alors S(E) = {e E }. Par suite e{S{E)) = s({e E }) = {s(e E )} = {1} ^ {1,-1}. 

Done £ n’est pas une application surjective de S(E) vers I’ensemble {1,-1}. 

- Si |E|> 2 : 

Soient a et b deux elements distincts de E. 


1,-1 e s(S(E)) ^ {1,-1} c s(S(E)) s(S(E)) = {1,-1}. 


s(e E ) = 1 
e{{a,b)) = -1 

Done £ est une application surjective de S(E) vers I’ensemble {1,-1}. 

Ce qui montre que e est une application de S(E) vers I’ensemble {1,-1} qui est 
surjective si seulement si \E\ > 2. 

2) Soit n un entier naturel non nul. Pour E = {1,.. .. ,n} on a :. 

• £ est une application de S n vers I’ensemble {1,-1}. 

• [£ est surjective] « n = \E\ > 2.(d’apres 1)) <=> w * 1 (car n ± 0). 

3) Supposons que M est un ensemble non vide de cycles de E de supports disjoints 
deux a deux. 

Puisque E est fini alors S(E ) est d’ordre fini et par suite M est fini (car M 

Soient o u ..,o r les elements deMtels que |cr 1 1 >.> \a r \. 

Pour tout / = 1,.,r : posons |o} = k,. 

r 

Alors n ^ = n cr, est de type (k\,..,k r ). 

oeM i= 1 


S(E)). 


Done :e 



E 1 ' E' 7 '.' , r 

= (-i) w =(-i) i=i = n(-i) r = n^.o 

i=l i= 1 

= n 

oeM 

4) Soient o\,..,o r des cycles de E de supports disjoints deux a deux. 
PosonsM= {a,..,o r } alors (d’apres la propriete precedente): 

s (t\ = £ ( n = n ziv) = ri 


J= 1 




oeM 


i= I 
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5) Soient a et r deux permutations de E de supports disjoints. 

- Si a = tE : e(or) = £(<?£-r) = e(r) = l£(r) = £(<?£•)£(r) = £(<j)£(t). 

- Si t = : £(ar) = s(oeE) = £(cr) = £(cr)l = £(cr)£(e£) = £(cr)£(r). 

- Si a ^ ze et si x ^ : 

Puisque a et r sont des permutations de E de supports disjoints alors il existe 
des cycles o u . ,a r , n,.,x s de E de supports disjoints deux a deux tels 

r s 

que : cr = n cr ; = <7i. 07 et r = ]~[ r, = ri. t s . 

1=1 Z=1 


Ce qui montre (d’apres la propriety precedente) que : 


n e (^i) n = e W 


£ ( <Tr ) = e ( n ^-) n^i ) 

VV/=i J\i= 1 y y z=i 1=1 v/=i y v/=i 

= £(CT)fi(r). 

6) Soient ai,..,a*,ai-+i des elements de£" distincts deux. 

£((ai,.. ,a.k)(ak,ak+\)) = s{{d\,..,dk,dk+\)) = (-1) A_+1_1 = (-1) A = -(-1) A_1 

= -e((a\,..,ak)). 


7) i) - Si k = 2 : 

£((ai ,.. ,ak)(a\,a 2 )) = £((ai,a 2 )(ai,a 2 )) = e{e E ) = 1 = (-1)(-1) 

= [£(ai,a 2 )][£(ai,a 2 )j = (-l)[£(ai,a 2 )] = -[fi(ai,a 2 )] 

= -s((ai,..,ak)). 

- Si k ± 2 : 

Puisquie (ai,.,a A )(ai,a 2 ) = (a\,as, .,a A ) est un (k- l)-cycle alors : 

e{{a\,..,ak){ai,a 2 )) = (-1) A “ 1_1 = —(—1 j 7 '" 1 = -e((ai,..,a k )). 

ii) - Si k = 2 : 

D’apres i) on a : 

s{{a\,..,ak){a\,ak)) = £((ai,.. ,d k ){a\,d 2 )) = -s{{a\, ..,«*)). 

-Si k * 2 : 


s{{a\,.. ,ak){a\,ak)) = s{{dk,d\,..,dk-\){dk,d \)) = -£((a A ,ai,..,a A -i)) 

iii) Supposons que k > 3 et que 2 < r < k. 

e((a\,..,a.k)(ai,a r )) = s((aua r +i,....,a k )(a 2 ,....,a r )) 

= £((a,. +1 ,....,a A -,ai)(a 2 ,....,a,)) = (-1 )^ r+1+rl 
= (- 1)^“ 2 = 1 (- 1)^“ 2 = (- l ) 2 (- l /“ 2 = (- 1 )* = -(- 1)^ _1 

= -£((ai ,..,dk)). 

8) Supposons que a est un cycle de E et que u est une transposition de E. 

• Si a et u de supports disjoints : 

Alors : e(pu) = £(o)£(u) = £(cr)(—1 ) = -£(< 7 ). 

• Si supp(a) n supp(u) est un singleton : 

Alors il existe des elements a 1 ,.., a A ,a A +1 de E distincts deux a deux tels que : 

C7 = (ai ,..,dk) et u = (dk,dk+\). 

Alors : e(au) = e((di,..,d k )(dk,dk+ 1 )) = -£((ai,..,a A )) = -s{a). 

• Si supp(u) ci supp(a) : 

Alors il existe des elements ai,.. ,a A de E distincts deux a deux et il existe 


r = 2,_, k tels que : cr = (a 1 ,_,a A ) et u — ( a\,a r ). 

- Si r = 2 : 


Alors : £{au) = £((ai,.,a A -)(ai,a 2 )) = -s((d 1 ,_,a A )) = -e(cr). 
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- Si r = k : 

Aiors : e(au) = s{{a\,.. ,a k ){a\,a k )) = -e((a\,..,ak)) = s{a). 

- Si 2 -< r -< k : 

Aiors : s(gu) = e((ai,. ,a k )(ai,a r )) = -e((ai,_,«,>-)) = -e(cr). 

9) - Si supp(a) et supp(u) sont disjoints : 

supp(a) fi supp(zu) cz supp(o) fi [supp(z) U supp(u)] 

Aiors : supp(a) fi supp(zu) cz [ supp(o ) fi supp(z)] U [supp(o) fi supp(u)] - 0 U 0 = 0. 
Done : supp(a) fi supp(zu) = 0. 

Par suite : s(gtu ) = s(g)s(th) = £(ct)[-£(t)] = -s(a)s(z) = -s(az). 

- Si supp(x) et supp(u) sont disjoints : 

supp(z) n supp(on ) cz supp(z) n [supp(a) U supp(u)] 

Aiors : supp(r ) fi suppiau) cz [supp(z) fi supp(a)] U [supp(z) fi supp(u)\ = 0 U 0 = 0. 
Done : suppiz ) fi supp(ou) = 0. 

Par suite : s{azu) = e{zau) = s{z)e{au) = £(r)[-£(cr)] = -£(r)£(cr) = -e{zo) 

= -£(ot). 

- Si supp(a) n supp(u) et supp(r) fi supp(u) ne sont pas vides : 

Puisque supp(a) fi supp(u ) et supp(z) fi supp{u) ne sont pas vides aiors il existe 
des elements a\, . ,au,b \,. ,bh de E distincts deux a deux tels que : 

a = (a\,. ...,ak), z = (b i,. ,bh) et u = (ak,bh). 

supp(a) f]supp(z) - 0 => £( ot ) = £( ct )£( t ) = (- l ) i _ 1 (- l ) /i_1 = (- l ) A+/ '“ 2 . 

ozu = (a\,....,a,k)(b\, . ,bh)(ak,b/,) = (a\,....,ak)(b\, . ,b h )(bh,a k ) 

= (a\,....,ak)(b\, . ,bi,,a k ) = (a\,....,a k )(a k ,b\, . ,bn) 

= {a\,....,a k ,b\, . ,b h ) est un {k + h)~ cycle. 

Done : s{gtu) = (-1)^' = (~\) k+h - 2+x = -(-\) k+h ~ 2 = - £ (ar). 

10) Soient a une permutation de E et si u est une transposition de E. 

- Si a = eE : 

Aiors : s(pu) = e(eEu) = e(u ) = -1 = -s(eE) = -e(cr). 

- Si a ± e E et si supp(a) ,/ R c contient un seul element: 

Aiors supp(a) est le seul element de supp(o) / R a eio est un cycle. 

Done : s(au) = 

- Si a * eE et si le nombre des elements de supp(a) ,/ R c est 2 : 

Soient A\ et A 2 les elements tie supp(o) R a . 

Done a At et ga 2 sont des cycles de E de supports disjoints et a = ga,ga 2 - 
Ce qui montre que : e{gu) = £(ga,ga 2 k) = -e(ga,ga 2 ) = -£(c). 

- Si a * e E et si supp(a) ,/ R c contient au moins trois elements : 

Aiors il existent deux elemnts A\ et A 2 de supp(G ) ,/ R a distincts tels que sup(w) 
soit disjoint a tous les elements de supp(G ) / R a - {A\,A 2 }. 

Soient5i,....,5,. les elements tie supp{G) / R a - {A U A 2 }. 

Done : supp(G) / R a = {B\,....,B r ,A\,A 2 }. 

r 

Posons go = Y\ a B i , g i = ga j et g 2 = ga 2 ■ On a : g = gogig 2 . 
i=1 

supp(Go ) fi supp{G\G 2 u ) cz supp^Go) fl [supp^G\ g 2 ) U supp[u )]. Par suite on a : 
Slippicj o) fl SUpp(G\G 2 u) cz [ SUpp(Go ) fl Slipp(G\G 2 )] U [supp(G o) f| SUpp(u)] = 0. 

Ce qui montre que : 

s(gu) = £{GqG\G 2 U ) = £(Go)s(G\G 2 u) = £(cT 0 )[—£(cr 1 CT 2 )] = -£(<T 0 )£(a 1 G 2 ) 

= S{GoG\G 2 ) = £ (CT ). 
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Lemme 3-4-4 : 

Si E est un ensemble fini et si a 1 , 


,07 sont des transpositios de E alors : 


= (- 1 )' 


Demonstration : 

Montrons par recurrence que pour tout entier naturel non nul r, si 07, 
transpositios de E alors : = (— 1)' - 

- Pour r = 1 : 

Si o-i est une transpositios de E alors : 

= e(^i) = -i = (-i ) 1 = (-i) r . 

- Pour r - 1 : 

Supposons que si cr i,.,07-1 sont des transpositios de E alors : 

- Pour r : 

Montrons qu’alors si 07, .,ov sont des transpositios de E alors : 

£ ^fl^ = H) r - 

Soient a 1,. ,07 sont des transpositios de E. 

.(n,)= £ ((fj a ')^) = = -Mr 1 = (-o'- 


, cr,. sont des 


Theoreme 3-4-5 : 

Si E est un ensemble fini alors I’application e est un homomorphime du groupe 
(. S(E ),.) vers le groupe multiplicatif {1,-1}. 


Demonstration : 

Soient a et r deux permutations quelconques de E. 

II des transpositios 07,.,07,77, . ,r s tels que : o = 07.07 et r = 77. z s . 

s ( ot ) = e(< 7 i,. , a r , T \, . , t s ) = (-1 Y +s = = e(o)e(r). 

Done s est un homomorphime du groupe ( S(E ),.) vers le groupe multiplicatif {1,-1}. 


Corollaire 3-4-6 : 

Si E est un ensemble fini alors A(E) = ker£ est un sous groupe de S(E). 

En particulier si n est un entier naturel non nul alors A„ = kere est un sous groupe 
de S„. 
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Lemme 3-4-7 : 

Si E est un ensemble fini et si r est une permutation impaire de E alors : 

A(E) * tA(E) et S(E) / A{E) = {A(E),tA(E)}. 

En particulier si n est un entier naturel non nul alors : 

A n ^ tA n et S n y' A n -{A n , tA n . 

En effet: 

Puisque r £ A(E) (car r est une permutation impaire de E) alors A(E) ± rA(E). 
VA e [ S(E ) / A(E)] : 3a a S(E ) tq : A = oA(E). 

- Si a est paire : 

Alors : a e A(E) => A = oA(E) = A{E). 

- Si a est impaire : 

Alors : s{r~ x o) = £ (r)“ 1 £(a) = (-1) _1 (-1) = (-1)(-1) = 1 => t~ x g e A{E). 
Done : a e rA(E) A = oA{E) = rA(E). 

Ce qui montre que : S(E) A(E) = {A(E),tA(E)}. 

Theoreme 3-4-8 : 

Soit E est un ensemble fini de cardinal n. 

- Si n = 1 alors A(E) = S(E) est un groupe d’ordre 1. 

En particulier A i = Si est un groupe d’ordre 1. 

- Si n > 2 alors [S(E) : A(E )] = 2 et \A(E)\ = 

En particulier [5 /? : A„] = 2 et \A„\ = aL. 


Demonstration : 

- Si n = 1 : 

\S(E)\ = 1! = 1. Done,4(ii) = S(E ) est un groupe d’ordre 1. 

- Si n > 2 : 

Alors E contient au mois deux elements a et b distincts. Par suite la transposition 
t = ( a,b ) est une permutation impaire de E. 

Done : S{E) / A(E) = {A(E),tA(E)} => [S(E) : A(E)~\ = \S(E) / A(E)\ = 2. 
n\ = \S(E)\ = [S(E) : A{E)]\A{E)\ = 2\A{E)\ ^ \A{E)\ = 

Par suite on a : [S(E) : A{E )] = 2 et \A(E)\ = -y. 


4 - Anneaux et les corps : 

4-1-Generalites : 

Definition 4-1-1 : 

Soit ( A,+, •) un ensemble muni de deux lois de composition internes + et •. 
On dit que (A,+, •) est un anneau ou A est un anneau si on a les 3 proprietes 
suivantes : 

i) (A,+,-) est un groupe abelien. 

ii) La multiplication d eA est associative. 

iii) La multiplication de A est distributive par rapport a I’addition de A. 
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Dans ce cas : 

* On note par^*l’ensemble A* = A - {(/<} . 

* Si A = {(// (c’est a dire si A* = 0) on dit A est nul . 

* Si la multiplication de A est commutative on dit que (A,+, •) est un anneau 
abelien ou commutative . 

* On dit que A est integre si : \/a,b e A : ab = 0 A => [a = 0 A ou b = 0. 4 ] . 

C’est a dire : A est integre <=> A* est stable pour la multiplication 

* Si A admet un element neutre pour la multiplication de A on dit que A est 
un anneau unitaire . 

* Si A est un anneau unitaire alors I’element neutre pour la multiplication de A 
est appele I’unite de A et note 1^ ou 1. 

* Si A est un anneau unitaire alors les elements inversibles de A sont appeles 
les unites de A . 

* Si A est un anneau unitaire alors I’ensemble des unites de A est note U(A) . 

* Si A est un anneau unitaire et si U(A) = A* on dit que A est un corps . 

* Soient B un autre anneau/une application de A vers B . 

Si/est homomorphisme de (A,+) vers (5,+) et si/est un homomorphisme de 
(A, •) vers (B, •) on dit que/est homomorphisme d’anneaux de A vers B. 
-SiAetB sont unitaires et si/(U) = l B on dit que/est un homomorphisme 
d’anneaux unitaire de A vers B. 

- Si A et B sont des corps on dit que/est un homomorphisme de corps. 


Exemple 4-1-2 : 

* Z est un anneau abelien unitaire et U( Z) = {-1,1} * Z*. 

Done Z n’est pas un corps. 

* Q , R et C sont des corps abeliens. 

* Si E est un ensemble quelconque alors est un anneau abelien unitaire. 

0 nE) = 0, 1 HE) = E et U(V(E)) = {iE }. 

* Si A et B sont des anneaux alors A x B est un aneau (de meme pour abelien et de 
meme pour unitaires). 

* S\Ai,A 2 , . ,A n sont des anneaux alors A\ xA 2 x . xA n est un aneau 

(de meme pour abelien et de meme pour unitaires). 

* Si E est un ensemble quelconque non vide et si A est un anneau alors A E est un 
aneau (de meme pour abelien et de meme pour unitaire). 


4-2-Regles de calcul et proprietes : 


Soit^4 un anneau. 

1) 0^ est un element absorbant pour la multiplication. 
C’est a dire : Va e A : a 0 A = 0 A a = 0 A . 


2 ) 


A est unitaire 

1 A = 0.4 


<=> A = {(//. 


3) La regie des signes : Va,b e A 


a(-b ) = (-a)b = -ab 
(- a){-b ) = ab 
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4) \fa,b,c e A : 


j a{b - c) = ab - ac 
I (b - c)a = ba- c 

5) \/a,b e A et \/k e N : ( ka)b = a{kb) = k{ab). 

6) \/a,b e A et \/k e Z : ( ka)b = a{kb) = k{ab). 

n k 

7) \/a,b e A tq : ab — ba et \/n e N tq : n > 2 : (a + &)” = a" + ^ k b k + b n . 

k= 1 

8) Si 4 est unitraire alors : 

Va,6 e ^4 tq : ab = ba et V/i e N : (a + Z?) n = ^ C n a n ~ k b k . 

k= 0 

9) ^ est integre si et seulement si tous les elements non nuls de A sont reguliers 
pour la multiplication de A. 

10) Si A est unitaire alors tous les elements inversibles de A sont reguliers pour la 
multiplication de A. 

C’est a dire, si A est unitaire alors tous les elements de U(A ) sont reguliers pour 
la multiplication de A. 

11) Si A est un corps alors A est integre. 

12) Soit B un autre anneau et/est un homomorphisme d’anneaux de A vers B. 

Si A est un corps et si/est non nul alors il est injectif. 


1) Va e A 


Demonstration : 

ciOa + a0.4 = a(S>A + 0^) = a0.4 = a0.4 + 0 a => ciOa = O .4 
0 aci + 0 aci = (O .4 + O .4 )a = 0 . 4 a = 0 A a + O .4 => 0 . 4 a = O .4 
Alors : a0 A = 0 A a = 0. 4 . 

Alors 0 A est un element absorbant pour la multiplication. 

2) =>) Si A est unitaire et si 1 A = 0 A : 

Alors : Va e A : a = a\ A = a0 A = 0 A ■ Done ,4 = {0^}. 

<= ) Si A ={0 A } : 

Alors : Va e A : a = 0,4 => a 0.4 = 0 A a = O .4 = a. 

A est unitaire 

1 a = 0 A 

ab + a(-b ) = a[b + (—£>)] = a0 A = 0 .4 => a(-b ) = -ab 
ab + ( -a)b = [a + (~a)]b = 0 A b = O .4 => (-a)b = -ab 

Par suite on a : a(-b ) = (-a)b = -ab. 

• (- a)(-b ) = -[(-a)b] = -{-ab) = ab.. 

4) \/a,b,c e A : 

a(b - c) = a[b + (-c)] = ab + a{-c) — ab + {-ac) = ab - ac 
{b - c)a = [b + {-c)\a = ba + {-c)a = ba + {-ca) - ba - ca 
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5) Soient a et 6 deux elements quelconques de A. 

Montrons par recurrence que pour tout entier naturel k, ( ka)b = a(kb ) = k(ab). 

- Pour k = 0 : 


j ( ka)b = (0 a)b = t) A b = 0^ = 0(ab ) = k(ab) 
1 a{kb ) = a(06) = aOA = 0 a — 0 (ab) = k{ab) 


=> ( ka)b = a(kb ) = k(ab). 


- Pour k- 1 : 

Supposons que [( k - 1 )a]b = a[(k - 1)6] = ( k - 1 )(ab). 

- Pour k : 

Montrons qu’alors (ka)b = a(kb ) = k(ab). 

j ( ka)b = [(6- 1 )a + a]b = [(6- 1 )a]b + ab = ( k - 1 )(ab) + ab = k(ab ) 
a(66) = a[(6- 1)6 + 6 ] = a[(k- 1 )6] + ab — (k - l)(a6) + ab = k(ab ) 
On a alors (6a)6 = a(66) = 6(a6). 

Ce qui montre que \\/a,b e A et V6 e N : ( 6 a )6 = a( 66 ) = k(ab). 

6) Soient a et 6 deux elements quelconques de A. 

V6 e Z : 


- Si k > 0 : 

D’apres 5), on a : (ka)b = a(kb ) = k(ab). 

- Si k < 0 : 

D’apres 5), on a : [(-6)a]6 = a[(-6)6] = ( -k)(ab ) (car -k e N). 

Par suite on a : 

f (6a)6 = [-(-6)a]6 = -[[(-6)a]6] = -[(-6)(a6)] = 6(a6) 
a(66) = a[-(-k)b] = -[a[(-6)6]] = -[(-k)(ab)] = k(ab ) 

Ce qui montre que : Va,6 e A et V6 e Z : (6a)6 = a(66) = 6(a6). 

7) Soient a et 6 deux elements quelconques de /L 

Montrons par recurrence que pour tout entier naturel n > 2 on a : 

(a + 6)" = a" + C A 6 A ' + 6". 

6=1 

- Pour n = 2 : 

(a + 6)" = (a + 6) 2 = (a + 6)(a + 6) = a 2 + ab + ba + b 2 - a 2 + ab + ab + b 2 

— a 2 + 2ab + b 2 — a 2 + C 2 ab + b 2 - a 2 + ^ C 2 a x b x + b 2 

6=1 

= a 2 + 2]C 2 a 2 “ 1 6 A + 6 2 
6=1 

n k 

= a" + 2^ L. n a n ~ k b k + b n . 

6=1 

- Pour n - 1 : 

n—2 

Supposons que : (a + 6)" _1 = a" -1 + ^ C n - X a n ~ x ~ k b k + b"~ l . 

6=1 
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Pour n : 


n— 1 £ 

Montrons qu’alors : (a + b) n = a n + ^ C n a n ~ k b k + b L 


k= 1 


(a + 6)" = (a + 6)" ‘(a + b) = \ a n 1 + 


2 C „- X a n - x - h b h + b n ~ x 


h— 1 


(a + 6) 


= a + 


«—2 £ «-2 r 

C n -ia n ~ l ~ h b h a + b"~ x a + a"~ x b + ^ C n -\a n ~ x ~ h b h b + b n 


h= 1 
n—2 


h= l 


a + 


/ , O n -\a n ~ h b h + ^ x 1 Z? /2+1 + b n . 


h= 1 


n—2 


h= 1 
«—1 


■Yfc—1 


Posons : h + 1 = k alors : ^ C n _ x a n ~ x ~ h b h+1 = ^ C n . x a n ~ k b k . 

h=\ k=l 

Par suite on a : 


n—2 


n— 1 


tf-l 


(a + 6)' ! = a" + ^ Cia- k b k + a n l b + ab n 1 + ^ C n - X a n k b k + b' 1 

k= 1 k=2 


= a n + 

n—2 


1 ft-2 ^ 

C n - X a n ~ x b + ^ C n -\a"~ k b k + a" l b + ab"~ x 


k=2 


z-t r^ k ~ 1 

/ , \^ n ~ x a n ~ k b k + + b n 


k=2 

a n + (n - 


(« - l)a" + a" x b + f C n - 1 a” k b k + C n _ x a n k b k \ 

*=2^ ' 


+ {n - \ )a n x b + ab n 1 + b 

n—2 


= a n +na n 


= a n + 


= a n + 


^ n -\ + A 6 A + 7jrz ,! x b + b L 

k=2 ^ ' 

C n a"~ x b + ^ C n a n ~ k b k + C„ a" 1 b + b n 

k= 2 

2^ C„a n - A 7/' + Z>". 


k= 1 

8) Supposons que^l est unitraire. 

Va,6 e ^4 tq : ab = ba et V« e N : 


(a + b)" = a 11 + ^ C n a n k b k + b n = a"6° + ^ C n a" k b k + a°6" 
£=1 £=1 

= C n a"b° + ^ C n a n ~ k b k + C n a°b n 

k= 1 

= C„a n °/?° + ^ C n a n ~ k b k + C n a% n 0 


£=1 


= A '& A '- 


£=0 
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9) =>) Si A est integre : 

Soit a un element non nul quelconque de A. 

Vx,y e A : 

j ax - ay => ax - ay = 0^ => a(x -y) = 0.4 => x - y = 0.4 => x = .y 
I xa = ya => xa - ya = 0,4 => (x -y)a = 0.4 => x - y = 0,4 => x = y 

Alors a est regulier pour la multiplication de A. 

Ce qui montre que tous les elements non nuls de A sont reguliers pour la 
multiplication de A. 

<= ) Si tous les elements non nuls de A sont reguliers pour la multiplication 
de A : 

Supposons A n’est pas integre. 

Alors il existe deux elements non nuls a et b de A tels que le prduit ab est nul. 
ab est nul. 

Puisque a est non nul alors a est regulier pour la multiplication de A. 
ab = 0,4 => b = 0 a- Ce qui est absurde. 

Done ,4 est integre. 

10) Supposons que A est unitaire. 

Va e U(A) et \/x,y e A : 

ax = ay => a -1 (ax) = a -1 (ay) => (a _1 a)x = (a _1 a)y => l^x = 1 Ay => x = y 
1 xa = ya => (xa)a _1 = (ya)a _1 x(aa _1 ) = y(aa~ l ) => xl .4 = ylA => x = y 

Done a est regulier pour la multiplication de A. 

Ce qui montre que tous les elements inversibles de A sont reguliers pour la 
multiplication de A. 

11) Supposons que A est un corps. 

Va gA* : a e U(A) (car U(A) = A*). 

Done a est regulier pour la multiplication de A. 

Ce qui montre que A est integre. 

12) Soit B un autre anneau et/est un homomorphisme d’anneaux de A vers B. 
Supposons que A est un corps et que/est non nul. 

Supposons que/n’est pas injectif. 

Alors : ker/* { 0 . 4 } 3a e A* = U(A) (car A est un corps) tel que :/(«) = 0 B 
Vx e A :/(x) =/(aa _1 x) = f(a)f(a~ l x) = 0 g y(a _1 x) = 0 B 

Done/est nul. Ce qui est absurde. 

Ce qui montre que/est injectif. 

4-3-Sous-anneaux et sous-corps : 

Definition 4-3-1 : 

Soient A un anneau et B une partie de A. 

- On dit que B est un sous-anneau de A ou A est sur-anneau de B si on a 
les 3 proprietes suivates : 

i) B est stable pour I’addition de A. 

ii) B est stable pour la multiplication de A. 

iii) B est un anneau pour pour les restrictions des deux lois de A. 

- On dit que B est un sous-corps de A si B est un sous-anneau de A et si 
(5,+,*) est un corps. 
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Theoreme 4-3-2 : 

Soient A un anneau et B une partie de A. 

Pour que B soit un sous anneau de A ii faut et il suffit qu’on a les deux proprietes 
suivates : 

i) B est sous groupe de (A,+). 

ii) B est stable pour la multiplication de A. 


Exemples 4-3-3 : 

* Les sous-anneaux de Z sont les parties de Z de la forme nZ telle que n e N. 

* Z est un sous-anneaux de Q, de R et de C. 

* Q est un sous-corps de R et de C. 

* R est un sous-corps de C. 

Proprietes 4-3-4 : 

Soit^4 un anneau. 

1) A et {0^} sont des sous-anneaux de A appeles les sous-anneaux triviaux de A 
{0. 4 } est appele le sous-anneau nul de A. 

2) Soit A' un autre anneau et/est un homomorphisme d’anneaux de A vers A'. 

i) Si B est un sous-anneau de A alors/( B ) est un sous-anneau de A'. 

ii) Si B' est un sous-anneau de A' alors f~\B') est un sous-anneau de A. 

iii) ker / est un sous-anneau de A. 

3) Si B et C sont des sous-anneaux de A alors B n C est aussi un sous-anneau de A. 

4) Si M est un ensemble non vide de sous-anneaux de A alors p| Mest un 

MeM 

sous-anneau de A. 

5) Si I est un ensemble non vide et si (Mi) ieI est une famille de sous-anneaux de A 

alors n Mi est un sous-anneau de A. 

iel 

6) Si A est unitaire et si B est un sous anneau unitaire de A alors en general on a : 

1 B =£ 1 A - 

7) Soit B un sous anneau quelconque de A. 

Si A est unitaire et si 1 A e B alors B est unitaire et \ B = l A - 

8) Si A est unitaire integre alors tous les sous anneaux unitaires nonnuls de A ont le 
meme unite que ce lui de A. 

Demonstration : 

1) • Puisque A est une partie de A et puisque A est un anneau, alors A est un 

sous-anneau de A. 

• * {0. 4 } est un sous-groupe de (A,+). 

* \/a,b e { 0 . 4 } : a = b = 0^ => ab = 0.^0^ = 0.4 e {O. 4 }. 

Done { 0 . 4 } est stable pour la multiplication de A. 

Ce qui montre que {0^} est un sous-anneau de A. 

2) i) Supposons que B est un sous-anneau de A. 

• f (B) est un sous-groupe de (A',+) (car B est un sous-groupe de {A,+)). 

• \/x,y e f(B) : 3a,b e B tq : x = f (a) eiy = f (b). 

Alors :xy =f(a)f(b ) =f(ab) ef(B). 

Done/( B ) est stable pour la multiplication de A'. 

Ce qui montre que/( B) est un sous-anneau de A'. 
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ii) Supposons que B' est un sous-anneau de A'. 

• est un sous-groupe de (A,+) (car B' est un sous-groupe de {A',+)). 

. \/a,bef~\B') : e B'. 

Alors :f(ab) =f(a)f(b) e B’ => ab ef~ l (B’). 

Done f~ l (B') est stable pour la multiplication de A. 

Ce qui montre que f~\B ') est un sous-anneau de A. 

iii) Puisque {0^} est un sous-anneau de^' alors (d’apres ii)), ker/ = est 

un sous-anneau de A. 

3) Soient B et C deux sous-anneaux de A. 

• 5 n Cest un sous-groupe de (A,+) (car B et Csont des sous-groupes de {A,+)). 

• \/a,b e B fi C : \_a,b e B et a,b e C~\ => \_ab e B et ab e C~\ => ab e B f| C. 

Done B n C est stable pour la multiplication de A. 

Ce qui montre que B n C est un sous-anneau de A. 

4) Supposons que M est un ensemble non vide de sous-anneaux de A. 

• p| M est un sous-groupe de (A,+) (car M est un sous-groupe de (A,+) pour 

MeM 

tout element Mde M). 

• Va,b e p| M : [VM e M : a,b e M] [VM e M : ab e M] 

MeM 

=> ab e p M. 

MeM 

Done p| Mest stable pour la multiplication de A. 

MeM 

Ce qui montre que p| Mest un sous-anneau de A. 

MeM 

5) Supposons que / est un ensemble non vide et que (Mi) iel est une famille de 
sous-anneaux de A. 

• p| Mi est un sous-groupe de (A,+) (car M, est un sous-groupe de (A,+) pour 

iel 

tout element i de I). 

• \/a,b e pM, : [Vz e / : a,b e M,\ [V/ e / : a,b e M{\ 

iel 

ab e PM,. 

iel 

Done p Mi est stable pour la multiplication de A. 

iel 

Ce qui montre que pM, est un sous-anneau de A. 

iel 

6) Contre exemple : 

Pour A = Z x Z, qui est un anneau unitaire et B = Z x {0}, qui est un sous-anneau 
unitaire de A on a : \ B = (1,0) * (1,1) = \ A . 

7) Supposons que A est unitaire et que 1 A e B. 

Alors : l A e B et Va e B : al A = 1 A = a. 

Done B est unitaire et \ B = 1 A - 

8) Supposons que A est unitaire integre. 

Soit B un sous-anneau unitaire non nul quelconque de A. 

B ± {0 b} => Is ^ Ob = 0,4. 

Alors \ B est regulier pour la multiplication de A (cac4 est integre). 

Done : \ B \ B = \ B = 1^1^ => Is = t A . 

Ce qui montre que les sous anneaux unitaires nonnuls de A ont le meme unite 
que ce lui de A. 
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4-4-Fractions et corps de fractions : 

Notation 4-4-1 : 

Soient^ un anneau unitaire et a,b g A . 

Si b g U(A ) et si a et b commutent alors ab~ l est note aussi 

b 

y = ab~ l est appele la fraction a sur b. 

Proprietes 4-4-2 : 

Soient.4 un anneau unitaire et a,b,c,d e A qui commutent. 

1) f =«■ 

2) Si b g U{A ) alors : y = 0 c=> a = 0. 

3) Si b g U(A) alors : -y = -y- = -y. 

4) Si k £/(4) alors :\/k eZ : k(^j = 

5) Si k £/(4) et si ^ e £/(4) alors : |y = y. 

6) Si b g £/(4) et si ^ e £/(4) alors : y = y « ad = be. 

7) Si d g £/(4) alors : y + y = a ^ . 

8) Si b g £/(4) et si d g £/(4) alors : y + y = ad ^ c ■ 

9) Si b g £/(4) et si d g £/(4) alors : 

10) Si a g £/(4) et si b g £/(4) alors : (y ^ = 4r = g" ■ 

7 

a_ 

11) Si b g £/(4) , c g £/(4) et d g £/(4) alors : = y4 = 

7 

Demonstration : 

1) -y- = at -1 = at = a. 

2) Si b g t/04) alors : 

y = 0 <=> ab~ l = 0 <^> (ab~ l )b = Ob (car b est regulier pour la multiplication 

de^). 

c=> a(b~ x b ) = 0 <=> at = 0 
c=> a = 0. 

3) Si b g £/(4) alors : 

-f =-(«6-‘) = (-a)*-' = -f- 

J _ g_ _ -a _ _g_ 

| ^g_ _ (~rr)(~l) _ gl _ _g_ b b -b ' 

b b(- 1) -(61) -6 

4) Si b g £/(4) alors : \/k g Z : = £(«&-') = (Ag)Jr 1 = 

5) Si b g f/(4) et si d g t/(4) alors : 

■|y = ad{bdy l = ad{d~ l b~ x ) = a{dd~ l )b~ l = a\b~ l = g6 _1 = y. 
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6) Si b g U(A) et si d e U(A ) aiors : 

-j- = c=> = cr/ -1 

b a 

<=> ( ab~ l )(bd ) = ( cd~ l )(bd ) (car M est regulier pour la multiplication 

de^4). 

<=> a(b~ l b)d = c(d~ l b)d <=> aW = cl*/ 
c=> ad - be. 

7) Si d g C7C4) aiors : 4 + 4 = a*/” 1 + bd~' = (a + b)d~ l = . 

d d d 

8) Si b g U(A ) et si </ g £7(^4) aiors : - 7 - + -^ = t4 + = t4 + It = ad + be 

b d bd db bd bd bd 

9) Si b g £7(^4) et si </ g £7(^4) aiors : 

ff = (a6 " 1)(CC, ' 1) = = (ac)(b~'d~ l ) = (acKd-'i-') 

= ( ac)(bd ) 1 
_ ac_ 
bd ' 

10) Si a g £7(^4) et si b g £7(,4) aiors : 

V/> y V& y a ■ 

b 

• = (a /* -1 )^ 1 = (Z? _I ) _ 1 a _1 = ba~ l = 

Par suite on a : ^) = - 4 - = 4 - 

V h J il ii 

b 

11) Si b G £7(.4) , C G £7(/l) et d G £7(,4) aiors : 

a 



• -j-4- = t^- (d apres 7)). 

b c be 

a_ 

Par suite on a : = 4-4- = 4 ^-. 

±- b L be 
d 


Theoreme et definition 4-4-3 : 

Si E est un corps et si /4 est un sous-anneau commutatif non nul de E aiors 
I’ensemble ^ tq : a,b £ A et b * ()j> est un sous-corps commutatif de E 

et e’est le plus petit sous-corps de E contenant^. 

K est appele le corps des fractions de A dans E. 

On dit aussi que K est un corps des fractions de A. 


Demonstration : 

Supposons que E est un corps et que A est un sous-anneau commutatif non nul de E. 
Montrons que I’ensemble^ = tq : a,b g A et b ^ oj- est un sous-corps 

commutatif de E contenant.4 et e’est le plus petit sous-corps de E contenant^. 

• Montrons que I’ensemble K est un sous-corps commutatif de E contenant A. 

* Soit u un element non nul de A (u existe car A est un non nul). 

Va ^ A \ a = 4~ = "T^" = ^rr g K. Done :AcK. 

1 1 u u 
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- \_A ± 0 etvf c K~\ => K * 0. 

- \/x,y c K : 3a,b,c,d £ A tq : b ± 0, 


,, _ a c _ ad - be ^ v 

X y ~ b d ~ bd K - 

Done K est un sous-groupe de (£’,+). 

- V x,y c K : 3a,b,c,d £ A tq : b ± 0, 


vi) — dL dL — ddL a 1C 

xy ~ b d ~ bd K - 


c =£ 0, x = -d- 


c ± 0, x = y 



et y = 


c_ 

d ' 


Done K est une partie stable de E pour la multiplication de E. 

— V x,y c K : 3a,b,c,d c A tq : b =£ 0, c^0, x = y et _y = 

_ a_ c_ _ ac _ ca _ c_a_ _ 
b d bd db d b } 


Done la restriction de la multiplication de E dans K est commutative. 
Par suite K est un sous-anneau commutatif de E. 

Soit u un element non nul de A (u existe car A est un non nul). 

1 = i 

Done K est un sous-anneau commutatif unitaire non nul de E. 


* - K* ± 0 => U(K) a K*. 

- Vi e K* : 3a,b e A tq : b ± 0 et x = f. -f- * 0 => a * 0. 

b b 

Alors : x" 1 = (y) ' = e => x e t/(£). 

Done t/(AT) c AT*. Par suite A: est un corps commutatif. 

Ce qui montre que K est un sous-corps commutatif de E contenant A. 

• Montrons que K est le plus petit sous-corps de E contenant A. 

Soit M un sous-corps quelconque de E contenant A. 

Vx e K : 3a, b e A tq : b ± 0 et x = -f = ab~ l . 

b 

a,b e A a M => ab~ l e M => x = ab~ x e M. 

Alors K a M. 

Ce qui prouve que A: est le plus petit sous-corps de E contenant A 


Exemple 4-4-4 : 

* Q est le corps des fractions de Z dans Q, dans R et dans C. 

* Pour tout entier naturel non nul n, Q est le corps des fractions de «Z dans Q, dans 
M et dans C. 


Theoreme 4-4-5 : 

Soit ^4 un anneau commutatif integre non nul et u un element quelconque de A*. 

On munit A xA*de: 

- la multiplication suivant: Vx = ( a,b ) cAxA * et Vv = (c,d) cAxA* : 

xy = ( a,b)(c,d ) = ( ac,bd ). 

- la relation R A definie par: Vx = (a, b) e Ax A* et Vv = (c,d) e A x A* : 

xR A y <=> ( a,b)R A (c,d ) ad = be. 

Les proprietes suivantes sont verifiees : 

1) La multiplication d eAxA* est commutative et assotiative. 

2) R a est une relation d’equivalence dans I’ensemble Ax A*. 
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3) (0 A ,u) = {(0 A ,b) tq : b £ A*y ou (0 A ,u) est la classe de (0 A ,u) pour la relation 
d’equivalence R a . 

4) (u,u) = /( b,b ) tq : b £ ,4*} ou (u,u) est la classe de («,«) pour la relation 
d’equivalence i?. 4 . 

5) II existe une multiplication dans I’ensemble K = ( A xA*)/R a et une seule tel que 
la surjection canoninique p tie A xA* vers (A xA*)/R a soit un homomorphisme 

de (A xA *,.) vers (K,.). 

6) La multiplication de K est commutative et assotiative. 

7) (u,u) est I’element neutre de K pour la multiplication. 

8 ) Si (a,b) est un element quelconque de A x A* alors (a,b) est inversible si 
seulement si a ± 0 A , et dans ce cas : (a,b)~ l = (b,a). 

9) Si x et y sont des elements quelconques de K, il existe des elements a,b,d e A 
teis que : d ± 0 A , x = ( a,d ) et y = ( b,d ). 

10) Pour tout entier naturel n > 2, si x\,....,x n sont des elements quelconques de K, 
il existe des elements a\,..,a n ,d e A tels que : 

d ± 0 A et \/i = : Xi = ( ai,d ). 

11) 11 existe une addition dans I’ensemble K = A xA*/R a et une seule tel que : 

\/a,b e A et \/d e A* : (a,d) + ( b,d ) = (a + b,d). 

12) L’addition de K est commutative et assotiative. 

13) La multiplication de K est distributive par rapport a I’addition. 

14) (0 A ,u) est le zero de K. 

15) Si (a,b) est un element quelconque de AxA* alors (a,b) admet un oppose et 
on a : ~(a,b) = (-a,b ). 

16) K est un corps commutatif. 

17) L’application suivante : (p : A —>• K 

a i—> cp(a ) = (au,u) 

estun homomorphisme injectif de (A,+,.) vers (K,+,.). 

Par la suite on confond chaque element a de A avec cp(a). 

18) A est un sous-anneau de K. 

19) \/(a,b ) <= A xA* : ( a,b ) = 

20) K est un corps des fractions de A. 


Demonstration : 

1) • Vx = (a, b) £ AxA* et Vv = ( c,d ) £ A x A* : 

xy = ( a,b ) = ( ac,bd ) = ( ca,db ) = ( c,d)(a,b ) = yx. 

Alors la multiplication deAxA* est commutative. 

• Vx = (a, b) £ A xA*, Vv = ( c,d ) e A xA* et Vz = (e,f) £ A x A* : 
(xy)z = [(a,b)(c,d)](e,f) = (ac,bd)(e,f) = (( ac)e,(bd)f) = (a(ce),b(df)) 
= (a,b)(ce,df) = ( a,b)[(c,d)(e,f )] 

= x(yz). 

Alors la multiplication deAxA* est associative. 

Ce qui montre que la multiplication deAxA* est commutative et assotiative. 
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2) • 




Vx = ( a,b ) £ A x A* : ab = ba => ( a,b)R A (a,b ) => xi?^x. 

Alors la relation A/ est une reflexive dans I’ensemble A xA*. 

Vx - (a,b) £ A x A* et Vy = (c,d) £ A x A* : 

xR.4y => ( a,b)R A (c,d) => ad — be => be = ad => cb — da => ( c,d)R A {a,b ) 


=> yA^x. 

Alors la relation A/ est une symretrique dans I’ensemble Ax A*. 

Vx = (a,6) e ^4 x^4*, Vy = (c,cf) e ^4 x^4* et Vz = (e,/) £ A xA* 



(a,b)R A (c,d) 
(c, d)R A (e,f) 

( af)d = (be)d — 



adf = bef 
bef = bde 


adf = bde 


C a,b)R A (e,f) 


=> xi?^z. 


Alors la relation /? 4 est une transitive dans I’ensemble Ax A*. 

Ce qui montre que R A est une relation d’equivalence dans I’ensemble Ax A*. 

3) \/(a,b ) £ A xA* : (a,b) £ (0 A ,u) <=> au = bO A - 0 A a = 0. 4 (car u ± 0 A ). 
Done (0 A ,u) = {(0 A ,b) tq : b £ A*y 

4) V(a,b) £ Ax A* : ( a,b ) e (u,u) <=> au = bu <=> a = b (car u =£ 0 A ). 

Done ( u,u ) = {(b,b) tq : b £ A*y 

5) • Soit/la relation de A: x a: vers K definie par: 

Vx,y,z e K : {x,y)fz o3sei et 3 1 £ y tq : st £ z. 

Montrons que/est une loi de composition interne dans K qui sera note 
multiplicativement. 


- Vx,y,z,z' £ K tq : \{x,y)fz et {x,y)fz'\ 


3s e x et 3t £ y tq : st £ z 
3/ ex et 3 1' £ y tq : s't' £ z 


3 (a,b),(a',b'),(c,d),(c',d') £AxA* tq : 


s = ( a,b ) et s' = ( a',b ') 
t = (c,gT) et t' = (c',d') 


(a,b), (a',b') £ x => (a,b)R A (a',b') => ab' = ba'. 

(c,d), (c',d') £ x => (c,d)R A (c',d') => cd' = dc'. 

{ac){b'd') = ach'd' = ab’ed 1 = (ab')(cd’) = (ba')(dc') = ba! dc' = bda'c 1 
= (bd) (a'c'). 

Alors : 

(ac,bd)R A (a'c',b'd') => (a,b)(c,d)R A (a',b')(c',d') => stR A s't' => = 5 V' 


Done/est une fonction de A3 x A" vers A3 

V (x,y ) £ K x K : 3s,t £ A x A* tq : x = s 

r 

S £ S = X 


et 


Posons z = st. < 


t £t = y 

St £ Z 


(x,y)fz 


y = t. 

(x,y) e D f . 


x. 


Done D f = Kx K. Par suite / est une application de A: x A" vers A3 
Ce qui montre que/est une loi de composition interne dans A3 
La loi/est notee multiplicativement. 
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• Montrons que la surjection canoninique p de A x A* vers (A x A*)/R a est un 
homomorphisme de (A xA*,.) vers (K,.). 

\/s,t <= A x A* : 

r 

S G S 

Posons z -st, < t e t => ( s,t)fz => z = fiis,t)) => st = st 

st e st = z 

=> p(st) = p(s)p(t). 

Done p est un homomorphisme de (A xA*,.) vers (K,. ). 

• Soit x une loi de composition interne quelconque dans K telle que p soit un 
homomorphisme de (A xA*,.) vers (K,x). 

Vx,y e K : 3s,t g A x A* tq : x = pis) et y — pit), 
x x y = pis) x p{t) = p{st ) = p(s)p(t) = xy. 

Ce qui montre qu’il existe une multiplication dans I’ensemble K = A xA*/R a 
et une seule tel que la surjection canoninique p deAxA* vers A x A*/R a 
soit un homomorphisme de (A xA*,.) vers (K, .)■ 

6 ) • Vx,y e K : 3s,t e A x A* tq : x = p(s) et y = p(t). 

xy = p(s)p(t) = p(st) = pits ) = p(t)p(s) = yx. 

Alors la multiplication de K est commutative. 

• \/x,y,z g K : 3s,t,r e A x A* tq : x — pis), y = pit) et z — pir). 

ixy)z = [pis)pit)]pir) = pist)pir) = pHst)r) = pisitr)) = pis)pitr) 

= pis)[pit)pir)] = xiyz). 

Alors la multiplication de K est associative. 

Ce qui montre que la multiplication de K est commutative et assotiative. 

7) Vx e K : 3 ia,b) e A xA* tq : x = pHa,b)) = ia,b). 

xiu,u) = pHa,b))pHu,u)) = pHa,b)iu,u)) = pHau,bu)) = iau,bu). 
iau)b = aub = bua = ibu)a => iau,bu)R A ia,b) => iau,bu) = (a, b) = x. 
Alors : x{u,u) = iu,u)x = x. 

Done iu,u) est I’element neutre de K pour la multiplication. 

8) Soit (a, b) un element quelconque de A xA *. 

=5> ) Si (a,b) est inversible : 

3 ia ,b') g A xA* tq : (a, b) 1 = (a',/7). 

Alors : (aa' ,bb’) = ia,b)ia',b’) = ia,b)ia',b') = ia,b)ia,b) 1 = iu,u). 

Done : iaa',bb') e iu,u) => aa' = bb' ± 0. 4 (d’apres 4)) => a ± 0. 4 . 

<= ) Si a Oa ! 

Alors : (6,a) g A xA* et on a : ia,b)~ l = ib,a). 

ia,b)ib,a) = ia,b)ib,a) = iab,ba) = iab,ab) = iu,u) (d’apres 4)). 
Done (a, b) est inversible et ia,by l = ib,a). 

Ce qui montre que (a, b) est inversible si seulement si a * 0 A , et dans ce cas 
(a, b) * = ib,a). 

9) Soient x et y deux elements quelconques de K. 

II existe deux elements (ai,< 22 ), ( 61 , 62 ) gAxA* tels que, x = (ai,« 2 ) et 

y = (61,62). 
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Puisque (d’apres 4)), ( u,u ) = (a 2 ,a 2 ) = (b 2 ,b 2 ) et puisque (d’apres 7)), 
(u,u) = (a 2 ,a 2 ) = (b 2 ,b 2 ) est I’element neutre de (K, . ) alors : 


x = x(b 2 ,b 2 ) = (a\,a 2 )(b 2 ,b 2 ) = ( a\,a 2 ){b 2 ,b 2 ) = ( a\b 2 ,a 2 b 2 ) 


J = (« 2 ,« 2 )j^ = (a 2 ,a 2 ){b\,b 2 ) = ( a 2 ,a 2 ){b\,b 2 ) = ( a 2 b\,a 2 b 2 ) 


II suffit de prendre a = a\b 2 , b = a 2 b\, d = a 2 b 2 et on a : 
a,b,d g ^4 tels que : d ± Oa, x - (a,d) et y — ( b,d ). 

10) Montrons par recurrence que pour tout entier naturel n > 2, si xi,....,x„ sont 
des elements quelconques de K, il existe des elements a\,...,a n ,d e A tels que 

d ± 0.4 et Vz = 1,_ ,n : x, = (a ; ,r/). 

- Pour n = 2 : 

Soientxi,....,x„ des elements quelconques de^:. 

D’apres 9), ilexiste a\,a 2 ,d e A tels que, d ± 0.4, xi = {a\,d) et X 2 = ( a 2 ,d ). 

Par suite il existe des elements a\,...,a„,d e A tels que : d ± 0 A et 
Vz = 1,_ ,n : Xi = ( ai,d ). 

- Pour n - 1 : 

Supposons que si xi,... ,x„_i sont des elements quelconques de K, il existe des 
elements a\,...,a„-\,d e A tels que : d ± 0a et Vz = - 1 : x, = (a/,d). 

- Pour n : 

Montrons qu’alors si xi,... ,x„ sont des elements quelconques de K, il existe 
des elements a\,...,a n ,d e A tels que : d ± 0 A et Vz = : x t = ( a t ,d ). 

Soientxi,....,x„ des elements quelconques de^:. 

D’apres I’hypothese de recurrence, il existe des elements ci j,..., u n _i, d\ £ A 
tels que, z/i ^ 0.4 et Vz = - 1 : x,- = (d h d\). 

x„ e K 3(a' n ,d 2 ) e A x A* tq : x„ = ( a' n ,d 2 ). 

Vz = 1 n : 

• Si i ± n : 

Xi - Xi(d 2 ,d 2 ) = (i a' h d\){d 2 ,d 2 ) = (a' h d\)(d 2 ,d 2 ) = (a',d 2 ,did 2 ). 

II suffit de prendre a, = a\d 2 , d = d\d 2 et on a : x; = {a-„d). 

• Si i = n : 

Xi = x n = (d\,d\)x n = (d\,d\)(a' n ,d 2 ) = (di,di)(a' n ,d 2 ) = (d\a' n ,d\d 2 ). 

II suffit de prendre a, = a n = d\a n , d = d\d 2 et on a : x, = x„ = ( ai,d ). 

Ce qui montre que pour tout entier naturel n > 2, si xi,....,x„ sont des elements 
quelconques de K, il existe des elements a\,...,a n ,d e A tels que, 

d 0.4 et Vz = 1,_ ,n : Xi = 

11) • Soit g la relation de K x K vers K definie par : 

Vx,y,z g K : 

(. x,y)g z c=> [3 a,b,d g A tq : d ± 0 a, x = ( a,d ), y = ( b,d) et z = (a + b,d)~\ 

Montrons que g est une loi de composition interne dans K qui sera note 
additvement. 
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- Vx,y,z,z' g K tq : (x,y)gz et (x,y)gz'. 

3a,b,d,a',b',d' g A tq : 

d =£ 0 a, d' ± 0 a, x = ( a,d ) = {a',d'), y = ( b,d ) = ( b',d '), 
z = (a + A,d) et z' = {a' + b',d'). 
x = ( a,d) = ( a',d ') => (a,d)R A (a' ,d') => ad' = da', 
j, = (^d) = (A',d') => C b,d)R A (b',d ') => bd' = db'. 

J => ad' + bd' = da' + db’ => (a + A)d' = d(a' + 6') 

[ bd' = db' 

=> (a + b,d)R A (a' + b',d') => (a + b,d ) = {a 1 + b',d') 


Done g est une fonction de A: x AT vers A3 


- V(x,_y) e KxK : 3a, A,d g A tq : d ± 0 A , x = (a,d), _y = (A,d). 


x = (a,d) 


Posons z = (a + b,d ). < 


J = (M) 

z 


(x,j^)gz => (x,y) e D. 


(a + A,d) 


Done D g = KxK. Par suite g est une application de ATx a: vers A3 
Ce qui montre que g est une loi de composition interne dans K. 

La loi g est notee additivement. 

• Montrons que : \/a,b g A et Vd e A* : (, a,d ) + (A,d) = (a + b,d). 
Soient a,b,d des elements quelconques de A tels que, d * 0^. 

Posons : x = {a,d), y = ( b,d ) et z = (a + A,d). 

f x = ( a,d ) 


< y={b,d) => (x,g)gz => g((x,j0) = z => x + j; = z 


z = (a + b,d) 

=> (a,d) + (A,d) = (a + A,d). 

• Soit © une loi de composition interne quelconque dans A' telle que : 

\/a,b g A et \/d g A* : ( a,d ) + (A,d) = (a + A,d). 

Soient x et v deux elements quelconques de K. 


D’apres 9) il existent des elements a, b et d de A tels que 


x = (a,d) 

y = (b,d ) 


x © v = (a, d) © ( b , d) = (a + A, d) = (a, d) + (A, d) = x + 

Ce qui montre qu’il existe une addition dans I’ensemble K = A xA*/R a 
et une seule tel que : 

\/a,b g A et Vd e A* : (a,d) + (A,d) = (a + b,d ). 

12) • Vx,j; g AT : 3 a,b,d g A tq : d ± 0 A , x = (a, d) ety = ( b,d ). 

x + = (a,d) + (A,d) = (a + A,d) = (A + a,d) = (A,d) + (a,d) = _y + 

Alors I’addition de A: est commutative. 


• Vx,_y,z g AT : 3 a,b,c,d g A tq : d ± 0 A , x = (a,d), _y = (A,d) etz = (c,d). 
(x + .y)+z -[5 ,d) + (A,d) ] + (c,d) = (a + A,d) + ( c,d ) = ((a + A) + c,d) 
= (a + (A + c),d) = (a,d) + (A + c,d) = (a,d) + [(A,d) + (c,d) ] 
= x + (y + z). 

Alors I’addition de K est associative. 

Ce qui montre que I’addition de K est commutative et assotiative. 
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13) Vx,_y,z e K : 3a,b,c,d g A tq : d ± 0 A , x = ( a,d ), y = ( b,d ) et z = (c,e). 

(x + j^)z = [(a,^Z) + (b,d) ](c,e) = (a + b,d)(c,e) = ((a + b)c,de) = (ac + bc,de) 
= ( ac,de ) + ( bc,de ) = ( a,d){c,e ) + ( b,d){c,e ) 

= xz + _yz. 

Done la multiplication de A est distributive par rapport a I’addition. 

14) \/x g K : 3a, b e A tq : b =£ Oa et x - ( a,b ). 

x + (0 a,u) = ( a,b ) + (0 a,u) = ( a,b ) + (0 A ,b) = (a + 0 ^, 6 ) = (a, 6 ) = x. 

Ce qui prouve que (0 A ,u) est le zero de K. 

15) Soit (a, b) un element quelconque de A xA*. 

(a,b) + (~a,b) = ( a-a,b ) = (0 A ,b) = (0 a,u). 

Alors (, a,b ) admet un oppose et on a : ~(a,b) = (■ -a,b ). 

16) • * L’addition est commutative et associative. 

* A admet un zero, qui est (0 A ,u). 

-k \/x g K : 3a,b g A tq : b =£ 0a et x = ( a,b ). 

x = ( a,b ) admet un oppose, qui est (■ -a,b ). 

Done (AT, +) est un groupe abelien et on a : 0 a- = (0 A ,u). 

• * La multiplication est commutative et associative dans K. 

k La multiplication est distributive par rapport a I’addition dans K. 
k K admet un element neutre pour la multiplication, qui est (u,u). 
k u k 0 a => ( u,u ) ± (0 A ,u) = Ok- 

Alors (K,+,.) est un anneau abelien unitaire non nul.et on a : 1 a = (u,u). 

• Vx g K* : 3a,b g A tq : b ± 0 A et x = ( a,b ). 

{a,b) = x ± 0 K = (0 A ,u) => a ± 0 A (d’apres 3)). 

D’apres 8), on a doncx = (a,b) est inversible. 

Alors : U(K) = K*. 

Ce qui montre que K est un corps commutatif. 

17) • \/a,b g A : 

< p{a + b) - ((a + b)u,u ) = (au + bu,u ) = ( au,u ) + ( bu,u ) = <p(a) + <p{b). 

<j p{ab ) = (( ab)u,u) = ( abu,u) = ( abu,u)\K = ( aub,u)(u,u ) = (aubu,u w) 

= ({au){bu),u u) = (i au,u)bu,u 
= <p(a)<p(b). 

Done (p est un homomorphisme de (4,+,.) vers (TsT, +,.). 

• Va e ker<p : (au,u) = (p(a) = 0 k = (0 A ,u) => aw = 0 A => a = 0.4 (car w ^ 0 . 4 ). 
Par suite on a : ker<p = {0.4}. 

Ce qui montre que cp est un homomorphisme injectif de de (A,+,.) vers (AT, +,.)■ 
Par la suite on confond chaque element a de A avec <p(a). 

18) cp(A) = A (car d’apres 17), on a confondu chaque element a de A avec cp(a)). 
Puisque A est un anneau et puisque cp est un homomorphisme de (A ,+,.) 
vers (AT, +,.) alors A = <p(A) est un sous-anneau de K. 

19) \/{a,b ) g A x A* : 

( a,b ) = ( a,b)\K = ( a,b)(uu,uu ) = ( auu,buu ) = ( auu,ubu ) = (( au)u,u(bu )) 

= ( au,u)(u,bu) = ( au,u){bu,u) * = <p(a)[<p( 6 )] 1 = a & -1 
_ a_ 

b' 

20) K = {jia,b) tq : a, 6 g A et b ± 0 A y = tq : a,Z> e ^4 et b ^ O 4 j* 

Alors A est le corps des fractions de 4 dans A. 

Ce qui montre que K est un corps des fractions de A. 
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Definition 4-4-6 : 

Soit A un anneaun, et soient E eiF deux sur-anneaux de 
* Si/est un isomorphe d’anneaux de E vers F, et si on a : Va g A :f (a) = a, 
on dit que/est un ,4-isomorphe de E vers F. 

-k S’il existe un ^-isomorphisme de E vers F, on dit que E est ^-isomorphe a F 
ou E et F sont ,4-isomorphes. 


Theoreme et definition 4-4-7 : 

Tout anneau commutatif integre non nul A admet un corps des fractions et un 
seul a ^-isomorphe pres. 


Demonstration : 

Soit ^4 un anneau commutatif integre non nul. 

- Existence : 

D’apres la proprite 20) theoreme 4-4-5, A admet au moins un corps des fractions. 

- Unicite : 

Soient {K,®,®) et (M,+,©) deux corps de fractions d e A. 

\ Vx g K* : I’inverse de x dans K est note x 
[ Vx g M* : I’inverse de x dans M est note x 

Puisque (K,®,®) et (M,+,©) des corps de fractions tie A alors : 

K - {a ® b tq : a,b g A et b ± Oa} et M = -{a Qb tq : a,b e A et b =£ 0^^-. 

Soit h la relation de K vers Mdefinies par: 

Vx g K et Vy e M : xhy <=> [3a, b g A tq : b ± 0a x = a ® b et y = a © 5]. 

• Montrons que h est une fonction de K vers M. 

Vx g K et Vy,_y' g M tq : [xhy et xhy 1 ]. 

f xhy => [3a, b e A tq : b ± 0 a x = a ® b et j = a © 5] 
xhy 1 <=> |^3a',Z/ g A tq : b 1 ± 0 a x = a' ® b' et y' = a' © b' J 

Alors : a® b — x = a' ® b' => (a® b') ® b ® b 1 = a' ®b' ®b ®b’ 

=> (a ®b') ® b ® b 1 = a 1 ® b 1 ® b 1 ® b 
=> a® (b 0 6) ®b' = a' ® (b 1 ® b 1 ^ ®b 
=> a ® \k ® b' - a' ® Ik ® b 

^ a® b' = a' ©&=> ab' = a'b => a © b' — a' © b 
=> (a © b') © (b © F) = (a' © b) © (b © F) 

=> (a © b ') © (F 0 5) = (a' © b) © (b © F) 

=> a © (V © 6 7 ) © b = a' © (ft © 5) © F 

=>a®\M®b = a'®lM®b' => a © 5 = a' © Z/ 

=>y = y'- 

Done h est une fonction de A' vers M. 
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>h- 


Montrons que h est une application de K vers M. 

Vx g K : 3a,b e A tq : b ± Oa et x = a ® b. 

Posonsj; = a Qb. 

[a, 6 g A, b =£ Oa, x — a 0 b et y = a © 5] => x/ry => x g Di 

Alors Dh = K. Done h est une application de K vers M. 

Montrons que \\/a,beA tq : b * 0. 4 , on a : h(a 0 b') = aQb. 

\/a,b e A tq : b ^ Oa : 

Posons : x = a 0 b ety = a Qb. Alors : x e K,y e Me t xhy. 
Done : h (a 0 b') = h{x) = y — a Qb. 

Montrons que : Va e A : h(a) = a. 

Soit u un element non nul de A (u existe car ,4 est non nul). 

Va e A : h(a) = h(a 0 1^:) = h{a 0 (u 0 u)) = /?((a 0 u ) 0 u) - h((au) 
= ( au) Qu = (a Q u) Qu = a Q (u Qu) — a Q \m 
= a 


u) 


a = al .4 = a 0 1a: = a 0 (u 0 u) = (a 0 u) 0 u = {au) 0 a 
a = al.4 = a Q \m = a Q {u Qu) = (a Q u) Q u = ( au ) Q u 
Alors : aha => h{a) = a. 

Montrons que : Vx,y e K : 3 a,b,d e A tq : d ± 0a, x = a 0 d et y = b ® d. 

\/x,y g AT : 3 a\,a 2 ,b\,b 2 £ A tq : a 2 ± 0.4, b2 ^ 0a, x = a 1 0 a2 etj^ = 61 0 b 2 - 

Alors :x = «i 0«2 = ai 0 lj[0a2 = «i 0 ^>2 ® b 2 ^ 0 02 

= (ai 0 62) 0 (b 2 0 02^ = (ai/? 2 ) 0 (a2 0 62) 

= (aib 2 ) 0 (a 2 & 2 ) 

y = b\ ® b 2 = b\ ® \k® b 2 = b\ ® {a 2 ® a 2 ) 0 b 2 
= (b\ 0 a 2 ) 0 (02 0 62) = (&ia 2 ) 0 (&2 0 a 2 ) = (&ia 2 ) 0 ( b 2 a 2 ) 

= (&ia 2 ) 0> (<2262) 

II suffit de prendre : a = aiZ> 2 , b = b\a 2 , d = a 2 b 2 et on a: 
a,b,d e A, d ^ 0a, x = aQd et y = b®d. 

Montrons que h est un homomorphisme de (K,<Q) vers (M,+). 

Vx,j g K : 3 a,b,d g A tq : d ± 0a, x = a® d ety = b ® d. 

h{x Qy) - h((a 0 d') 0 (b 0 o')) = /?((a 0 6) 0 d') = /?((a + b) ® d') 

= (a + b) Q d = {a+b) Qd={aQ d)+(b Qd) = h(a 0 d^+h(b 0 r/) 
= h(x)+h(y). 

Done h est un homomorphisme de (K,<Q) vers (M,+). 

Montrons que h est un homomorphisme de (K,®) vers (M ,©). 

Vx,j g K : 3 a,b,c,d e A tq : b ± O.4, d ± O.4, x = a 0 b ety = c ® d. 

h(x 0 v) = /?((a ® b') ® (c ® d')') - h(a 0 b 0 c 0 gQ = /?(a ® c ® d ® b') 

= h({q 0 c) 0 (d 0 = /?^(a ® c) ® b ® d'j = /?^(ac) 0 

= (ac) 0 bd = {a Q c) Qb 0 d - (a Q c) Q (d Qb) = a Q c Qd Qb 

= a Qb Q c Qd = (a Qb) Q (c Qd) = h(a ® b') Q h(c ® d') 

= h(x) © h(y). 

Done h est un homomorphisme de (K,®) vers (M ,©). 

Alors h est un homomorphisme d’anneaux de (^,0,0) vers (M,+,o). 
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• Puisque h(A) = A (car on a : Va e A : h(a) = a) et puisque A est non nul alors /? 
est non nul. 

Puisque K est un corps et puisque /? est non nul, alors h est injectif. 

• V y e M : 3a,b e A tq : b =£ Oa et y - a Ob. 

Alors : y = a Qb = h(a 0 b'). 

Done h est surjectif. 

• Par suite h est un ,4-isomorphe de K vers M. 

Ce qui montre que KeiM sont ,4-isomorphes. 

D’ou I’unicite du corps de fractions 6 eA a^-isomorphe pres. 


Exemple 4-4-8 : 

★ Q est le corps des fractions de Z. 

* Pour tout entier naturel non nul n, Q est le corps des fractions de nL. 

4-5-ldeaux : 

Definition 4-5-1 : 

Soient A un anneau et I une partie de A. On dit que / est un ideal de A, si / est un 
sous groupe de (A,+) et si on a : Va e A et Vie/: ax,xa e I. 

Exemples et proprietes 4-5-2 : 

Soit^f un anneau. 

1) Les ideaux de Z sont les parties de Z de la forme nZ telle que n e N. 

2) {0,4 y et A sont des ideaux de A appeles les ideaux triviaux de A. 

{0^} est appele I’ideal nul de A. 

3) Si A est unitaire et si / est un ideal de A alors I = A si seulement si 1 el. 

4) Si A est un corps, les seuls ideaux de A sont {0^} et A. 

5) Les ideaux de A sont tous des sous-anneaux de A. 

6 ) Si A = Q. 

i) Les seuls ideaux de Q sont {0} et Q. 

ii) Z est un sous-anneaux de Q qui n’est pas un ideal de Q. 

7) Si /et/sont des ideaux 6eA alors in Jet I + Jsont des ideaux de A. 

8 ) Si E est un ensemble non vide d’ideaux de A alors p| / est un ideal de A. 

IeE 

9) Si K est un ensemble non vide et si (Jk)keK est une f am iH e d’ideaux de A indexe 
par K, alors f] I k est un ideal de A. 

keK 

10) Soit a un element quelconque de A. 

i) Si A est abelien alors aA = Aa = {ax tq : x e A\ est un ideal de A. 

ii) Si A est abelien unitaire alors I’ideal aA = Aa contient a et e’est le petit ideal de 
A contenant a. 

On dit que aA = Aa est I’ideal de A engendre par a. 
aA = Aa est note aussi (a) (e’est a dire (a) = aA = Aa). 

11) Si A est unitaire et si / est un ideal de / de A alors : 

Va e A : a e / <=> aA c / <=> Aa c I. 

12) Si A est abelien unitaire non nul alors A est un corps si seulement si les seuls 
ideaux de A sont {0. 4 > et A. 
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13) Si A est unitaire et si / est une partie quelconque de A alors / est un ideal de A si 
et seuiement si on a les trois propretes suivantes : 

i) / * 0. 

ii) Vx,y e I: x + y e I. 

iii) Va e A et Vx e / : ax e I. 

14) Soit B un autre anneau et/est un homomorphisme d’anneaux de A vers B. 

i) Si Jest un ideal de B alors/ -1 (J) est un ideal de A. 

ii) ker / est un ideal de^l (car ker/ = / -1 ({0 fi })) 

iii) Si/est surjectif et si / est un ideal de A alors/(/) est un ideal de B. 

iv) Si A est un corps et si/est non nul alors/est injectif. 


Demonstration : 

1) Soit / une partie quelconque de Z. 

=>) Si I est un ideal de Z : 

Alors / est un sous-groupe de (Z,+). 

Done il existe un entier naturel n tel que / = nZ. 

<= ) S’il existe un entier naturel n tel que I = nZ : 

• I = nZ est un sous-groupe de (Z,+). 

• Va e Z et Vx e / = nZ : 3k e Z tq : x = nk. 

Alors : ax = xa = a(nk) = ( nk)a = n{ka ) e / = «Z. 

Done I = nZ est un ideal de Z. 

Ce qui montre que les ideaux de Z sont les parties de Z de la forme nZ 
telle que n e N. 

2) • ★ { 0 . 4 } est un sous-groupe de (A,+). 

• * A est un sous-groupe de (A,+). 

* Va e A et Vx g { 0 . 4 } : x = 0^. 

I ax = a0 A = O .4 e {0^> 

< => ax = xa g {(k 4 }. 

I xa = 0 . 4 a = O .4 g {04 

Done {Cki} est un ideal de A. 

• * A est un sous-groupe de (A,+). 

•k Va g A et Vx £ A : ax,xa g A. 

Done A est un ideal de A. 

Ce qui montre que {(/} et A sont des ideaux de A. 

{Cki} est appele I’ideal nul de A. 

3) =>) Si I = A: 

Alors 1 g A = I. 

<= ) Si 1 e I: 

Vx g A : x = xl g / (car 1 g I). Done I = A. 

4) Supposons que A est un corps et que / est un ideal non nul de A. 

Alors /admet au moins un element non nul a. 

Puisque a g / alors 1 = aa~ l g / (a -1 existe car a * 0 et^ est un corps). 
Done I = A. 

Ce qui montre que les seuls ideaux de A sont {0, 4 } et A. 
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5) Soit / un ideal quelconque de A. 

• I e st un sous-groupe de (A,+). 

• \/a,b e I : [a e A et b £ /] => ab £ I. 

Alors / est sous-anneau de A. 

Ce qui montre que les ideaux de A sont tous des sous-anneaux de A. 

6) Si A = Q. 

i) Les seuls ideaux de Q sont {0} et Q (car Q est un corps). 

ii) Z est un sous-anneaux de Q qui n’est pas un ideal de Q (d’apres i)). 

7) Soient I et J deux ideaux de A. 

• If] Jetl +Jsont des sous-groupes de (A,+). 

• Va e A et Vx e 7f| J : 

x£lf)J=>\_x£l et x e /] => \_ax,xa £ I et ax,xa £ /] => ax,xa £ If] J. 

• Va £ A et Vx £ I + J : 3u £ I et 3v £ J tq : x = u + v. 

ax = a(u + v) = au + av £ I + J 
< => ax,xa £ I + J. 

I xa = (u + v)a = ua + va £ I + J 

Done In Jet I + J sont des ideaux de A. 

8) Soit E un ensemble non vide d’ideaux de A. 

• p| / est un sous-groupe de (A, +). 

IeE 

• Va £ A et Vx e P| / : 

IeE 

x £ P| / => [VI £ E : x g I] => [VI £ E : ax,xa £ I] => ax,xa £ P| I. 

IeE IeE 

Done p| / est un ideal de A. 

IeE 

9) Soient K un ensemble non vide et (Ik)keK une f arr| ill e d’ideaux de^l indexe par K. 

• p| I h est un sous-groupe de {A,+). 

keK 

• Va £ A et Vx e pi /* : 

keK 

x £ P| / => [VA: e K : x e h] => [VA: e K : ax,xa £ A] => ax,xa £ P| A. 

IeE keK 

Done pi h est un ideal de A. 

keK 

10) i) Supposons que A est abelien. 

• * 0 a = ciOa £ aA => aA = Aa + 0. 


* Vx,y £ aA : 3u,v £ A tq : x = au et y = av. 

x -y - au - av = a(u - v) e aA. 

Done aA = Aa est un sous-groupe de (A,+). 

• Vb £ A et Vx £ aA : 3u £ A tq : x = au. 

bx = b(au ) = ( au)b = a(ub ) e aA. 

Ce qui prouve que aA = Aa est un ideal de A. 

ii) Supposons que A est abelien unitaire. 

• a = ali £ aA. 


• Soit / un ideal quelconque de A contenant a. 


Vx £ aA : 3u £ A tq : x = au. 


U £ A 
a £ I 


=> x = au £ I. Alors aA cz I. 


Done aA = Aa est le petit ideal de A contenant a. 
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11) Supposons que A est unitaire et que / est un ideal de / de A. 

Soit a un element quelconque de A. 

- Si a e I : 

* Vx e aA : 3u e A tq : x = au. Alors : x = au e I (car ae/etwe A). 

* Vx e Aa : 3u e A tq : x = ua. Alors : x = ua e I (car a e I et u e J). 

Alors : aA cz I et Aa a I. 

- Si aA c: I: 

Alors : a = al a e aA I => a e I. 

- Si Aa c: I : 

Alors : a = 1 Aa g Aa cz I => a e I. 

Ce qui montre que : a g / <=> aJ c / <=> Ja c /. 

12) Supposons que J est abelien unitaire non nul. 

=>) Si A est un corps : 

D’apres 4), les seuls ideaux de A sont {0^} et A. 

<= ) Si les seuls ideaux de A sont {0 A > et A : 

Soit a un element non nul quelconque de A. 

Puisque aA est un ideal non nul de A alors aA = A. 

Alors : 1 g A = aA => 3a 1 e A tq : aa' = 1 => a est inversible dans A. 

Ce qui montre que A est un corps. 

13) Supposons que A est unitaire et soit / est une partie quelconque de A. 

=>) Si I est un ideal de A : 

Alors les trois proprietes i), ii) et iii) sont verifiees. 

) Si les trois proprietes i), ii) et iii) sont verifiees : 

Vx e / : -x = -(1.4x) = (-1.4)x e / (d’apres iii)). 

Puisque les deux proprietes i) et ii) sont verifiees et puisque I’oppose de tout 
element de / est un element de / alors / est un sous-groupe de (A,+). 
Puisque I est un sous-groupe de (A,+) et puisque iii) est verifiee alors / est 
un ideal de A. 

14) Soit B un autre anneau et/est un homomorphisme d’anneaux de A vers B. 

i) Soit/un ideal de B. 

• est un sous-groupe de (A,+) (ca Jest un sous-groupe de (4,+)). 

• Va £ A et Vx g / _1 (J) : /(x) e J. 


Alors : 


/[ax) = f{a)f[x) e J => ax ef l [J) 
f[xa) = f[x)f(a) g J => xa ef~\J) 


ax,xa g f l [J). 


Done f~\J) est un ideal de A. 

ii) Puisque {0 g > est un ideal de B, alors (d’apres i)), kerf = f~\{ 0 B }) est un ideal 
de A 

iii) Supposons que/est surjectif et que / est un ideal de A. 

• /(/) est un sous-groupe de [B,+) (ca / est un sous-groupe de (4,+)). 

• Vb gB et Vy ef[J) : 3a g A, et 3xe I tq : b = f[a) et y =f[x). 

[a g A et x g /] => ax,xa g I. 


f by =Aa)Ax) =Aax) e/(/) 

\ yb = /(x)f(a) =/[xa) ef[I) 


=> by,yb g f[I). 


Done f[I) est un ideal de B. 

iv) Supposons que A est un corps et que/est non nul. 

Puisque/est non nul alors ker /* A. Done ker /est nul (car J est un corps). 
Ce qui montre que/est injectif. 
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Definition 4-5-3 : 

Soient A un anneau et / un ideal de A. On dit que : 

* I e st un ideal premier de A, si on a : \/x,y eA:xyeI=>\_x el ou ye/]. 

★ 1 est un ideal maximal de A, si / est un element maximal (pour I’nclusion) de 
I’ensmble des ideaux de A distincts de A. C’est a dire si : 

I ± A et si pour tout ideal J de A on a : / c= J => [/ = I ou J = A~\. 

Exemples et proprietes 4-5-4 : 

Soit ,4 un anneau. 

1) A est un ideal premier de ^4 lui meme, mais A n’est pas un ideal maximal de A. 

2) { 0 . 4 } est un ideal premier de A si et seulement si A est integre. 

3) Si A est un corps alors { 0 , 4 } est un ideal maximal de A. 

4) Si A est commutatif unitaire alors { 0 , 4 } est un ideal maximal de A si seulement si 
A est un corps. 

5) Les ideaux premiers de Z sont {0}, Z et les ideaux de pL tels p soit un nombre 
premier. 

6) Les ideaux maximaux de Z sont les ideaux pTL tels p soit un nombre premier. 

7) Soit B un autre anneau et/est un homomorphisme d’anneaux de A vers B. 

Si J est un ideal premier de B alors f~ x (J ) est un ideal premier de A. 


Demonstration : 

1) • A est un ideal premier de A lui meme, car on a : 

Vx,y eA:xyeA=>xeA ou y e A. 

• A n’est pas un ideal maximal de A, car A n’appartient pas a I’ensmble des ideaux 
de A distincts de A. 

2) =>) Si {0 A > est un ideal premier de A : 

Vx,j; e A tq : xy = 0 a- 
xy = 0 A => xy e {0.4} 

=> [x e { 0.4 > ou ye {0^}] (car { 0 , 4 } est un ideal premier de ,4) 

=> \_x = O .4 ou y = 0.4 ]. 

Done ,4 est integre. 

<= ) Si A est integre : 

\/x,y e A tq : xy e {O. 4 }. 
xy e { 0,4 } => xy = 0.4 

=> [x = 0.4 ou y = 0 , 4 ] (car ,4 est un anneau integre) 

=> [x e { 0 , 4 } ou y e { 0 , 4 }]. 

Done { 0 , 4 } est un ideal premier de A. 

3) Supposons que A est un corps. 

Puisque A est un corps alors {0^> * A. Soit J un ideal de A contenant {0^>. 

Par suite J = {0^} ou J = A (car A est un corps). 

Done { 0 . 4 } est un ideal maximal de A. 

4) Supposons que A est commutatif unitaire. 

<^ ) Si A est un corps : 

Alors (d’apres la propriety precedente) {0^> est un ideal maximal de A. 
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=>) Si {0 A > est un ideal maximal de A : 

Soit/un ideal quelconque tie A. 

Puisque {0^} c / et pusque {0^> est un ideal maximal de A alors / = {0, 4 > 
ou I — A. Done {0^} et A sont les seuis ideaux de A. 

Ce qui montre (d’apres la propriety 4-5-2-12) que ,4 est un corps. 

5) Supposons que A = Z 

• {0} = 0Z est un ideal premier de Z (car Z est un anneau integre). 

• Z = 1Z est un ideal premier de Z 

• Soit p un entier naturel quelconque tel que p * 0 et p * 1 

Montrons que pZ est un ideal premier de Z si seulement si p est un nombre 
premier. 

=> ) Si pZ est un ideal premier de Z : 

Soit q un diviseur quelconque de p. 

Alors il existe un entier naturel q tel que qq' = p. 

qq' = p => qq' e pZ 

=> [q g pZ ou q' g pZ~\ (car pZ est un ideal premier de Z) 

=> [p\q ou p\q'~\ => [q = p ou q = p\ 

=> [q = p ou q — 1 ]. 

Done p est un nombre premier. 

<^ ) Si p est un nombre premier : 

\/x,y eZ tq : xy e pZ. 

xy e pZ => p\(xy) => \_p\x ou p\y~\ => \_x g pZ ou y e pZ~\. 

Done pZ est un ideal premier de Z. 

Alors pZ est un ideal premier de Z si seulement si p est un nombre premier. 

Ce qui montre que les ideaux premiers de Z sont {0}, Z et les ideaux de pZ tels p 
soit un nombre premier. 

6 ) Soit p un entier naturel quelconque. 

Montrons que pZ est un ideal maximal de Z si seulement si p est un nombre 
premier. 

=> ) Si pZ est un ideal maximal de Z : 

Alors : pZ ± Z => p ^ 1. 

Soit q un diviseur quelconque de p. 

q\p => pZ cz qZ => \_qZ = pZ ou qZ — Z] => \_q — p ou q — 1 ]. 

Done p est un nombre premier. 

<= ) Si p est un nombre premier: 

Alors : p ± 1 => pZ ± Z. 

Soit J un ideal de Z contenant pZ. II existe un entier naturel q tel que J = qZ. 

pZ a J — qZ => q\p => [q - p ou q = 1 ] => [j = pZ ou J — Z], 

Done pZ est un ideal maximal de Z. 

Ce qui montre que les ideaux maximaux de Z les ideaux pZ tels p soit un nombre 
premier. 

7) Soit B un autre anneau et/est un homomorphisme d’anneaux de A vers B. 

Soit J est un ideal premier de B. 

^x,y £ A tq : xy g 

xy e /'V) ^A*y) e J => f(x)f(y) g j => [Ax) e j ou Ay) e J~\ 

-[xgAJ) ou y g/- 1 (J)]. 

Done f~ x (J) est un ideal premier de A. 
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Definition 4-5-5 : 

Soit ^4 un anneau commutatif unitaire integre. 

* On dit qu’un ideal /de A est principal s’il existe un element a e A tel que / = aA. 

* Si les ideaux de A sont tous principaux, on dit que I’anneau A est pricipal. 

Exemple 4-5-6 : 

* Les corps sont tous des anneaux principaux. 

Car, si A est un corps alors les ideaux de,4 sont {0^} = 0 a A et A = 1 a A. 

* Z est un anneau principal. 

Definition 4-5-7 : 

Soit ^4 un anneau commutatif unitaire integre. 

On dit que A est un anneau euclidien s’il existe une application/de A * vers N telle 
que pour tout element a de A et pour tout element non nul b de A * il existe deux 

a = bq + r 

elements q et r de A tels que : < 

r = 0ou(r*0 et f{r) < 



Exemple 4-5-8 : 

* Les corps sont tous des anneaux euclidiens. 

En effet: 

Soient^t un corps et/Tapplication de^f* vers N definie par:/: A* —* N 

x ^ f{x) = 0. 

Va e A et Vb e A* : a = b{b~ x a) + 0. 

Done ,4 est un anneau euclidien. 

* Z est un anneau euclidien. 

En effet: 

Soit/Tapplication de Z* vers N definie par:/: Z* —»• N 


Va g Z et V5 £ Z* : 3 q,r e Z tq : 

Si r * 0 alors /(r) = |r| -< \b\ = f{b). 

Done Z est un anneau euclidien. 


X Ax) = \x 

a = bq + r 
0 <r< \b\ 


Theoreme 4-5-9 : 

Les anneaux euclidiens sont principaux. 


Demonstration : 

Soit A un anneau euclidien et/une application de A* vers N telle que pour tout 
element a de A et pour tout element non nul b de A * il existe deux elements q et r 


tels que : 


a = bq + r 

r = 0 ou (r + 0 et f{r) -</(&)) 
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Soit / un ideal quelconque de A. 

- Si I est nul : 

Alors / = {CP} = 0 aA est un ideal principal. 

- Si I n est pas nul : 

Alors r = I- {CP} n’est pas vide et par suite_/(/*) n’est pas vide. 

Soit m le plus petit element d &J(I*) et soit a un element de A tel quey(#) = m. 

a e I* a I => aA a I. 


Vx e / : 3q,r e A tq : 


x = aq + r 

/^—O ou (r + 0 et f(r) <f(a) = m) 


x = aq + r=>r = x-aq el (car /est un ideal de Z et x,a e I). 

Supposons que r + 0. Alors : r e I* =>f(r) =^> /(r) > 777. Ce qui est absurde. 

Done \ r = 0 ^ x = aq e aA. Par suite / c: gl4. Alors I = aA est un ideal principal. 
Ce qui montre que ^4 est un anneau principal. 


4-6-Anneaux quotients : 

Theoreme et definition 4-6-1 : 

Soient^t un anneau, / un idealde^4 et n la surjection canonique du groupe additif ^4 
vers le groupe.additif A/1. 

1) II exite une loi de composition interne et une seule dans I’ensemble A/1 note 
multiplicativement tel que n soit un homomorphisme de (A,.) vers (A/I,.). 

2) g A : xy = xy. 

3) (A/1,+,.) est un anneau appele i’anneau quotient A/I, et n est un 
homomorphisme d’anneaux de (A,+,.) vers (A/1,+,.). 

4) Si A est abelien alors A/1 est abelien. 

5) Si A est unitaire alors A/I esi unitaire dont I’unite est p(\a) = Pi- 


Demonstration : 

1) - Existance : 

Soit (p la relation de (A/I) x(A/I) vers ^4//definie par: 

V(X, Y) e (A/I) x (A/I) et VZ e (A/I) : 

(X, Y)cpZ <=> 3(x,y,z) e XxY xZ tq : xy = z. 

Montrons que <p est une loi de composition dans A/I qui sera notee 
multiplicativement. 


V(X, V) e (A/I) X (A/I) et VZ,Z' e (A/I) tq : 


(X,Y)cpZ 
(■X,Y)q>Z' 


(X, Y)(pZ => 3(x,y,z) e XxY xZ tq : xy = z. 

(X, Y)(pZ' => 3(jc', y,z') e XxY x Z tq : x'y' = z. 

z-z' =xy-x'y' = xy - x'y + x'y - x'y' = (x-x')y+ x'(y-y'). 


I x,x' e X => x-x' el 
\ y,y' e Y=>y-y' el 

Par suite : Z = z = z' = Z 1 


=> z -z 1 = (x-x')y + x'(y-y') e I. 

Done (p est une fonction de (A/I) x(A/I) vers A/I. 


ZENNAYI Mohammed 


116 sur 125 


Structures 







M(X, Y) g (A/I) x (A/I) : 3(x,j) gXxY tq : [X = x et Y= v], 

Posons z = xy, on a alors : (x,y,z) g XxYxz et xy = z. 

Par suite : (X, Y)tpz => (X, Y) g D v . 

Ce qui prouve que (p est une application de (A/I) x(A/I) vers A/I. 

Alors <p est une loi de composition interne dans A/I qui sera notee 
multiplicativement. 

\/x,y e A : posons xy = z. Alors : 

x g x = n(x) 

<( y Gy = n(y) => (n(x),n(y))(pn(xy) 

xy = z g z = n(z) = n(xy) 

=> n(xy) = (p((n(x),n(y))) = n(x)n(y). 

Ce qui montre que n est un homomorphisme de (A, .) vers (A/I ,. ). 

- Unisite : 

Soit * une autre loi de compositon interne dans A/I telle que n soit 
un homomorphisme de (A,.) vers (A/I,*). 

f X = n(x) 

\/X, Y g A/I : 3x,y g A tq : < (car n est surjectif). 

I Y = ^(y) 

X* Y — n(x) * n(y) = n(xy) = n(x)n(y) = XY. 

D’ou I’unicite. 

2) V x,y g A : xy = n(xy) = n(x)n(y) = xy. 

X = k(x) 

3) • MX, Y,Z g A/1 : 3x,y,z g A tq : < Y = n(y) ■ 

Z = n(z) 
v 

(XY)Z = [n(x)n(y)~\K(z) = n(xy)n(z) = n((xy)z) = n(x(yz)) = n(x)n(}>z) 

= n(x)[n(y)n(z )] = X(YZ). 

Done la multiplication de A/I e st associative. 

X = k(x) 

Y = n(y) ■ 

Z = n(z) 
v 

(X+ Y)Z = [n(x ) + n(y)~\n(z) = n(x +y)n(z) = n((x+y)z) = n(xy + xz) 

= n(xy) + n(xz) = n(x)n(y) + n(x)n(z) = XY+XZ. 

Z(X+Y) = n(z)\p(x) + 7r(y)] = n(z)n(x + y) = n(z(x + y)) = n(zx + zy) 

= n(zx) + n(zy) = n(z)n(x)n(y) + n(z)n(y) = ZX+ ZY. 

Done la multiplication de A/I est distributive par rapport a I’addition. 

Ce qui montre que (A/1,+,.) est un anneau et que n est un homomorphisme 
d’anneaux de (A,+,.) vers (A/I,+,.). 

4) Si A est abelien. 

X = n(x) 

Y= n(y) 

XY = n(x)n(y) = n(xy) = n(yx) = n(y)n(x) = YX. 

Done A/1 est abelien. 


S' 


MX,Y,Z g A/I : 3x,y,z g A tq : < 


MX, Y g A/I : e A tq : 
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5) Si A est unitaire. 

VX e A/I: 3x e A tq : X = n(x). 

j Xn{\ a) = k(x)k(1a) = 7r(xl a) = tt(x) = X 
I k{\a)X = 7r(l a)k(x) = n(\ ax) = n(x) = X 
Done k( 1 a ) = 1 a est I’unite de A/I. 


Exemple 4-6-2 : 

Pour tout entier naturel, 7L/nL est un anneau commutatif unitaire. 

Car : Z est un anneau commutatif unitaire. 

Notation 4-6-3 : 

Pour tout entier naturel n le goupne multiplicatif U(Z/nZ) des elements inversibles 
de Z/«Z est note U„. 

Proposition 4-6-4 : 

Pour tout entier naturel n : U„ = { k tq : k e Z et k A n = 1 

Demonstration : 

Soient n un entier naturel et k un entier relatif. 

=> ) Si”k e U„ : 

Alors il existe un entier relatif u tel que uk = T. 

Done \ uk — 1 e nL => [3v g Z tq \ uk - 1 = vn ] => [3v g Z tq \ uk—vn = 1 ]. 

Par suite k et n sont premiers entre eux. 

<= ) Si k et n sont premiers entre eux : 

Alors il existe deux entiers relatifs u et v tels que uk + vn = 1. 

Done \ uk — 1 = —vn enZ^uk=uk=l^ke U„. 

Ce qui montre que : U n = { k tq : k g Z et k A n = 1 j-. 

Exemple 4-6-5 : 

* Uo = k tq : k e Z et k A 0 = 1^- = -|l ,-l ^ = ^1 ,-l 

* U\ = ^ k tq : k e Z er k A 1 = 1 ^ = ^k tq : k g zj> = Z/Z 

* f/ 2 = {T>, t/ 3 = {1,2}, t/ 4 = {1,3} et U is = {1,2,4,7,8,H, 13,14}. 


Proprietes 4-6-6 : 

Soit A un anneau, / un ideal de A et n la surjection canonique de A vers A/I. 

1) Si Jest un ideal de^f alors (J+/)// = n(J) est un ideal de A/1. 

En particulier : si / c= / alors J/l = n(J) est un ideal de A/I. 

2) Soient J et K deux ideaux de A contenants I. 

i) Si J/l c= K/I alors J c K. 

ii) Si J/l = K/I alors J = K. 

3) Si K est un ideal de A/I alors n~ x ( K ) est un ideal de A contenant I. 

4) Si K est un ideal de A/I alors K = n~ l (K)/I, et n~ l (K) est le seul ideal J tie A 
contenant / tel que K = J/I. 
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Demonstration : 

1) Soit/un ideal de A. 

• c= ) Vx g (J + I)/1 : 

3 u g J et 3 v e I tq : x = u + v. 

Alors \ x = u + v = u + Oa = u = n(u) e n(J). 

Done : (/+/)// c n{J). 

3 ) Vx g 7r(y) : 

3 u e J tq : x = n(u) = u 
U G J a ( J + /) X = M G (,/ + /)//. 

Done : n{J) a (J + I)/I. 

Alors (/ + /)// = n(J). 

• Puisque J est un ideal de A et puisque n est un homomorphisme surjectif de A 
vers A/I alors (/+/)// = n(J) est un ideal de A/I. 

En particular: 

Si I a J alors :/ + / = /=> J/I = (J + /)// = n{J) est un ideal de A/I. 

2) i) Supposons que J/I a K/I. 

Va g J : a g J/I a K/I => 3b £ K tq : a = b. 

Alors m .a-beIczK^aeK (car a - b g K et b g K). 

Done : J a K. 

ii) Supposons que J/I = K/I alors J = K. 

J/I = K/I => [J/I c= K/I et K/I c J//] => [jc^Ket K cz j] => J = K. 

3) Soit K un ideal de A/I. 

• Puisque K est un ideal de A/I et puisque n est un homomorphisme de A vers 
A/I alors n~ l (K) est un ideal de A. 

• I - ker n = 7r _1 ({0 a/i}) ^ 7r _1 ( K)- 
Done n~ x (K) est un ideal de A contenant I. 

4) Soit K un ideal de A/I. 

• K = n(n~ x (K)) = n- l (K)/I. 

• Soit J un ideal qulconque de A contenant / tel que K = J/I. 

J/I = K= n~ x (K)/I => J = k~ 1 (K). 

Alors K = n~ l ( K)/I , et n~ x (K) est le seul ideal J de A contenant / tel que K = J/I. 


Theoreme 4-6-7 : 

Soient A un anneau et / un ideal de A. Pour que / soit un ideal premier de A il faut et 
il suffit que A/I soit integre. 

Demonstration : 

=>) Si I est un ideal premier de A : 

Jx,y g A/ I tq : xy = Oa- 

x,y g A/I => [3a, b g A tq : x = a et y = b~\. 

Alors : ab = ab = xy = 0.4 => ab g / => [a g / ou b g /] 

[x = a — Oa ou y = b — O.4 ]. 

Done A/I est integre. 
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<= ) Si A/I est integre : 

\/a,b £ A tq : ab e I. 

Alors : ab = ab = Oa => [a = Oa ou b = 0a~\ (car A/I est integre) 

=> [a e I ou b £ /]. 

Done / un ideal premier de/ 


Exemple 4-6-8 : 

1) Si p est un entier naturel alors Z/pZ est un integre si seulement si p = 0 ou 
p = 1 ou p est un nombre premier. 

Car, les ideaux premiers de Z sont {0} = 0Z, Z =1Z et les ideaux de Z tels p 
soit un nombre premier. 

2) Z/OZ = Z/{0}, Z/Z, Z/2Z, Z/3Z, Z/5Z et Z/7Z 

sont des anneaux integres. 

3) Z/4Z, Z/6Z, Z/8Z, Z/9Z, Z/10Z et Z/12Z 

ne sont pas des anneaux integres. 


Theoreme 4-6-9 : 

Soient ^ un anneau et / un ideal de A. Si A/I est un corps alors / est un ideal 
maximal de A. 


Demonstration : 

Supposons que A/I est un corps. 

Puisque A/I est un corps alors A/I est non nul et par suite / * A. 
Soit Yu n ideal de,4 contenant I. Alors J/I est ideal de A/I. 

Par suite J/I = {(/} = I/I ou J/I = A/I (car A/I est un corps). 
Done (d’apres la propriety 4-6-6-2) ii)) J = I ou J = A. 

Ce qui montre que / est un ideal maximal de A. 


Theoreme 4-6-10 : 

Soient A un anneau commutatif unitaire et / un ideal de A. Pour que / soit un ideal 
maximal de A il faut et il suffit que A/I soit un corps. 


Demonstration : 

) Si A/I est un corps : 

Alors, d’apres le theoreme precedent / est un ideal maximal de A. 

=>) Si I est un ideal maximal de A : 

Puisque / est un ideal maximal de A alors / * A, par suite A/I est non nul. 

Vx e (A/I)* : 3a e A tq : x — a. a = x £ (A/I)* => a £ I. 

aA est un ideal de^l contenat a (car A un anneau commutatif unitaire). 

f I a aA+ 1 


Done : < I ± aA+I (car a £ 1+ aA et a <£ I) ^aA+I = A^l£ (aA + 1). 


/ est un ideal maximal de A 
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Alors il existe un element b de A et un element u de / tels que ab + u = 1. 

ab + u = 1 => - 1 = uel=>ab=\=>xb = ab = ab=\^>xe U(A/I). 

On a done montrer que U(A/I) = (A/I)*, ce qui montre que A/I est un corps. 


Exemple 4-6-11 : 

1) Si p est un entier naturel alors Z/pZ est un corps si seulement si p est un nombre 
premier. 

Car, Z est un anneau commutatif unitaire et les ideaux maximaux de Z les ideaux 
de Z tels p soit un nombre premier. 

2) Z/2Z, Z/3Z, Z/5Z et Z/7Z sont des corps. 

3) Z/OZ = Z/{0}, Z/Z, Z/4Z, Z/6Z, Z/8Z, Z/9Z et Z/10Z 

ne sont pas des corps. 

Corollaire 4-6-12 : 

Si A est un anneau commutatif unitaire alors tous les ideaux maximaux de A sont 
des ideaux premiers. 

Demonstration : 

Soient A un anneau commutatif unitaire et / un ideal maximal de A. 

D’apres le theoreme precedent ,4/7 est un corps. 

Par suite A/1 est un anneau integre. Done / un ideal premier de A. 

4-7-Caracteristique : 

Definition 4-7-1 : 

Soient A un anneau et a e A . 

- Si le sous-groupe additif (a) de A est d’ordre fini p : 

on dit que a est de carcteristique p et on note, cara(a) = p. 

- Si le sous-groupe additif (a) de A est d’ordre infini : 

on dit que a est de carcteristique 0 et on note, cara(a) = 0. 

Exemples et proprietes 4-7-2 : 

Soient ,4 un anneau . 

1) cara( 0) = 1. 

2) Va £ A* : cara(a) ± 1. 

3) Si A = Z alors '.Mae Z* : cara(a ) = 0. 

4) Si n e N* et si A = Z/nZ alors : Mk e Z : caraik ) = -r 1 — . 

k An 

5) Pour tout element a de A, les trois proprietes suivates sont equivalentes : 

i) cara(a ) = 0. 

ii) Mk e 7L* : ka ± 0. 

iii) Vk e N* : ka ± 0. 

6) Pour tout element a de A, les trois proprietes suivates sont equivalentes : 

i) cara(a) ± 0. 

ii) 3k el* tq : ka = 0. 

iii) 3k e Z* tq : ka — 0. 
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7) Pour tout element a de A. 

i) Si cara(a) ± 0 alors cara(a ) est le plus petit entier naturel non nul Artel que 

ka = 0. 

ii) \/k e Z : to = 0 o cara(a)\k. 

Demonstration : 

1) cara( 0) = |(0)| = 1. 

2) Va g A* : 

- Si a est d’ordre infin : 

Alors : cara(a) = 0 =£ 1. 

- Si a est d’ordre fin : 

Alors : cara(a) = \a\ = |(a)| > 2 (car a ± 0 et 0 ,a g (a)). 

Done : cara(a ) ± 1. 

3) Supposons que A = Z. 

Va g Z* : (a) = |a|Z est d’ordre infini. Done :cara(a) = 0. 

4) Supposons que n e N* et que A = Z/riL. 

\/k g Z : cara(k) = \(l)\ = |£| = y -J—. 

K l\Yl 

5) Soit a un element quelconque de 4. 

D’apres la definition 4-7-1, cara(a) = 0 si seulement si a est d’ordre infine. 

Ce qui montre (d’apres la propriety 7) du theoreme 2-4-7), que les trois proprietes 
i), ii) et iii) sont equivalentes. 

6) Soit a un element quelconque de A. 

D’apres la definition 4-7-1, cara(a ) * 0 si seulement si a est d’ordre fine. 

Ce qui montre (d’apres la propriety 5) du theoreme 2-4-7), que les trois proprietes 
i), ii) et iii) sont equivalentes. 

7) Soit a un element quelconque de A. 

i) Supposons que cara(a) * 0. 

Puique \a\ = \(a)\ = cara(a), alors (d’apres la propriety 6) ii)) du theoreme 2-4-7), 
earn (a) est le plus petit entier naturel non nul A'tel que ka = 0. 

ii) VA: g Z : 

— Si cara(a) = 0 : 

D’apres 5), ka = 0 <=> k = 0 <=> 0|A <=> cara(a) \k. 

- Si cara(a) ^ 0 : 

Alors a est d’ordre fini et cara(a) = \a\. 

D’apres la propriety 6) ii) du theoreme 2-4-7), on a : 

£a = 0 <=> \a\\k cara{a)\k. 


Theoreme et definition 4-7-3 : 

Si A est anneau integre non nul alors tous les elements non nuls de A ont 
la meme caracteristique qui est soit 0 soit un nombre premier, appele la 
caracteristique de A et note cara(A). 
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Demonstration : 

Soit ^4 un anneau integre non nul. 

★ Soient a et b deux elements quelconques non nuls de A. 
Posons cara(a) = p, cara{b) = q, et montrons que p = q. 
- Si p = 0 : 


\fk g N* : ka ± 0 => ( ka)b ± 0 => a(kb ) ^ 0 => kb =£ 0. 

Done : cara(b ) = 0 = q^p = 0 = q. 

- Si p ± 0 : 

a{pb ) = (pa)b = Ob = 0 => pb = 0 (car a ± 0). Alors q ± 0 et q\p. 

(( qa)b = a(qb ) = aO = 0 => qa = 0 (car b ^ 0).p\q. 

Done : p = q. 

★ On a alors montrer que tous les elements non nuls de A ont la meme 
caracteristique. 

* Soit p la caracteristique de A (e’est a dire p est caracterisque commune des 
elements de A). 

Montrons que si p est non nul alors p est un nombre premier. 

Supposons que p ± 0 et soit a un element quelconque non nul de A. 

Soit q un diviseur quelconque de p. 

Alors il existe un entier naturel q' tel que p = qq 1 . 

- Si q a = 0 : 


Alors : 


q'\p (Car qq' = p) 
p\q' (car q'a = 0) 


qp = p => q = i ■ 


- Si q'a ± 0 : 

Alors cara{q'a ) = p. Par suite on a : q(^ q'a ) = (q q'^a = pa = 0 => p\q. 

On a done : q\p (car qq' = p) et p\q, par suite q = p. 

Ce qui montre que p est un nombre premier. 

On a done montrer que la caracteristique de A est soit 0 soit un nombre premier. 


Exemples 4-7-4 : 

* cara{ Z) = cara(Q ) = cara(R) = cara{ C) = 0. 

Car : cara( Z) = cara(Q ) = ca/"a(IR) = cara{ C) = cara( 1) = 0. 

* Si p est un nombre premier alors, cara{Z/pZ) = p. 

Car : pour tout nombre premier nombre premier p on a : 

cara(Z/pZ) = cara(l (modulo n')') = |T (modulo | = \L/pZ\ = p. 

Remarque 4-7-5 : 

Si A est un anneau integre non nul de caracteristique p et si k est un multiple de p 
alors : Vx g A : kx = 0. 

En effet: 

Soient A un anneau integre non nul de caracteristique p et k un multiple de p. 

- Si p = 0 : 

Alors : k = 0 => Vx g A : kx = Ox = 0. 
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- Si p * 0 : 

Vx e A : 

• Si x = 0 : 

kx = kO = 0. 

• Si x ± 0 : 

Puisque cara(x ) = cara(A ) = p et puisque k est un multiple de p 
alors (d’apres la propriety 4-7-2-7) ii)), kx = 0. 

Lemme 4-7-6 : 

Si p est un nombre premier alors pour tout entier naturel k = 1,1, C p est un 
multiple de p. 

Demonstration : 

Soient/? un nombre premier et £ = {1 p- 1}. 

C p = k\(p- k )! = k\(p-k)\C k p =* p\[k\(p - k)\C k p ]. 

Puisque p est premier avec k\{p - k)\ (car p est premier avec k\ et (p - k)\) et puique 
p est un diviseur de k\(p- k)\C k p alors p est un diviseur de C k p . 


Theoreme 4-7-7 : 

Soient^lun anneau integre non nul de caracteristique p ± 0 et a,b e A. 

Si ab = ba alors : (a + b) p = a p + b p . 


Demonstration : 

On suppose que ab = ba. 

(■a + b) p = X C k p a p ~ k b k = a p + X C k p a p ~ k b k + b p = a p + b p . 
k= 0 k= 1 

D’apres le lemme precedent et la remarque precedente on a : 

\/k = l,....,p~ 1 : C p a p ~ k b k = 0. 

On a done : ( a + b) p = a p + b p . 


Coroilaire 4-7-8 : 

Soient^l un anneau integre non nul de caracteristique p ± 0 et a,b e A. 

Si ab = ba alors : Vb e N : (a + b) p " = a pH + b p ". 

Demonstration : 

On suppose que ab = ba. 

Montrons par recurrence que pour tout entier naturel n on a : (a + b) p " = a pH + b p ". 

- Pour n = 0 : 

(a + b) p " = (a + b) p ° = (a + b) 1 - a + b - a 1 + b l = a p ° + b p ° = a pU + b p ". 

- Pour n - 1 : 

Supposons que (a + b) p " 1 = a pU ~ x + b pU ~ l . 


ZENNAYI Mohammed 


124 sur 125 


Structures 



- Pour n : 

Montrons qu’alors : (a + b) p " = a pU + b p ". 

(a + by" = (a + b) p "~ U1 = (a + b) pn ~ lp = [(a + b) p "~ l J = [ 

a pH + b pn 


„n -1 , „«-l 

a p + b p 


(a pn ~ x y + (b pn ~ x y 


*~Yl 1-, i tj/J 1 « 

a p p + b p p 


Corollaire 4-7-9 : 

Si A est un anneau commutatif integre non nul de caracteristique p ± 0 
alors pour tout entier naturel nel I’application suivante : 

f n :A—*A 

a 1 —>■ f n {a ) = a p>1 

est un homomorphisme d’anneaux de A vers A qui est unitaire si A est unitaires. 

Demonstration : 

Soient^l un anneau commutatif integre non nul de caracteristique p ± 0, n un entier 
naturel et f, I’application de A vers A lui meme definie par: 

fn: A — A 

a >—► f n (a) = a pU . 

f f n {a + b) = {a + b) p ” = a p " +b p " =f„(a)+f n (b) 

Ma,b g A : < _ 

1^ f n {ab) = ( ab) p = a p "b pn = f n {a) +f„(b) 

Done I’application f n est un homomorphisme d’anneaux de A vers A lui meme. 

Si du plus ,4 est unitaire alors :/„(U) = (\ A ) P " = 1a- 
Dans ce cas f, est un homomorphisme d’anneaux unitaires. 

Propsition et notaion 4-7-10 : 

Soient^t un anneau commutatif unitaire integre non nul de caracteristique 0. 

* \fn g Z* : nl a * 0. 

* Pour tout entier relatif n, on confond nl A avec n. C’est a dire n devient un element 
de A. 

* Z devient un sous-anneau unitaire de A. 
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